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Аннотация. В работе вводятся основные понятия пространства 𝐿2, необходимые для применения методов функци-
онального анализа к задачам математической физики: скалярное произведение, норма, ортогональность и полнота.
На примере одномерной задачи теплопроводности со смешанными граничными условиями показано построение
решения методом разделения переменных. Решение представлено в виде ряда по ортогональной системе собствен-
ных функций, доказана его принадлежность пространству 𝐿2 и приведены аналитическая и численная проверки, а
также графическое представление приближённого решения
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1. Введение. Во многих физических задачах нас интересуют не отдельные числа, а функции. Напри-
мер, как распределяется температура вдоль стержня или как она меняется со временем. Пространство 𝐿2
вводится для того, чтобы с такими функциями можно было работать строго и удобно. В этом простран-
стве функции можно складывать, умножать на число и сравнивать между собой, оценивая, насколько
они близки. Именно поэтому пространство 𝐿2 широко используется при решении задач теплопровод-
ности и других задач математической физики.

2. Пространство 𝐿2 и используемые в задаче понятия
При решении задачи теплопроводности методом разделения переменных возникает необходимость

работать с функциями, заданными на отрезке, и рассматривать их разложения по ортогональным си-
стемам. Для этого используется пространство 𝐿2, а также связанные с ним понятия скалярного произ-
ведения, нормы и ортогональности.

2.1 Определение пространства 𝐿2
Определение 2.1.[2] Пусть 𝑋 — множество, на котором задана мера 𝜇. Функция 𝑓 , определённая на 𝑋 ,

называется функцией с интегрируемым квадратом на 𝑋 , если существует (конечен) интеграл∫
𝑋

|𝑓 (𝑥) |2 𝑑𝜇.

Совокупность всех функций с интегрируемым квадратом на 𝑋 обозначается 𝐿2 (𝑋, 𝜇) и называется про-
странством 𝐿2.

Это определение означает, что пространство 𝐿2 состоит из функций, у которых существует интеграл
от квадратафункции. В таком случае, суммарная энергия, связанная с такойфункцией, конечна. Поэтому
функции из 𝐿2 используются для описания реальных физических процессов, в которых энергия также
должна быть конечна, иначе сам процесс не может существовать.

2.2 Скалярное произведение и норма в 𝐿2
Определение 2.2.[2] В пространстве 𝐿2 (𝑋, 𝜇) скалярным произведением функций 𝑓 и 𝑔 называется

число

(𝑓 , 𝑔) =
∫
𝑋

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇.

При этом для любых функций 𝑓 , 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2 (𝑋, 𝜇) и любого числа 𝛼 выполняются следующие свойства:

1. (𝑓 , 𝑔) = (𝑔, 𝑓 );

2. (𝑓 + 𝑔, ℎ) = (𝑓 , ℎ) + (𝑔,ℎ);

3. (𝛼 𝑓 , 𝑔) = 𝛼 (𝑓 , 𝑔);

4. (𝑓 , 𝑓 ) > 0 при 𝑓 ≠ 0.

По смыслу скалярное произведение функций в пространстве 𝐿2 полностью аналогично скалярному
произведению векторов: оно показывает, насколько два объекта направлены в одну сторону. В задачах
теплопроводности оно используется для нахождения коэффициентов разложения решения по собствен-
ным функциям. Именно с его помощью определяется, какой вклад каждая синусоида вносит в общее
распределение температуры.
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Определение 2.3.[2] Норма функции 𝑓 ∈ 𝐿2 (𝑋, 𝜇) определяется формулой

∥ 𝑓 ∥𝐿2 =

(∫
𝑋

|𝑓 (𝑥) |2 𝑑𝜇
)1/2

.

Норма функции в пространстве 𝐿2 — это расстояние от этой функции до нулевой функции. То есть
норма показывает, насколько функция отличается от нуля на всём отрезке.

В задачах теплопроводности норма позволяет понять, насколько велика температура на стержне.
Если норма со временем уменьшается, значит распределение температуры затухает и стержень охла-
ждается.

2.3 Ортогональность функций
Определение 2.4.[2] Функции 𝑓 и 𝑔 из пространства 𝐿2 (𝑋, 𝜇) называются ортогональными, если

(𝑓 , 𝑔) = 0.

Ортогональность является аналогом перпендикулярности в геометрии. Так же как перпендикуляр-
ные векторы в евклидовом пространстве не имеют общей направленности, ортогональные функции в
пространстве 𝐿2 не содержат общих компонент. Ортогональная система функций представляет собой
набор функций, которые взаимно независимы друг от друга в смысле скалярного произведения.

2.4 Полнота пространства 𝐿2
Теорема 2.1.[2] Пространство 𝐿2 (𝑋, 𝜇) полно.
Полнота пространства 𝐿2 означает, что если последовательность функций из 𝐿2 сходится по норме

𝐿2, то существует функция, являющаяся её пределом, и эта функция также принадлежит пространству
𝐿2. Здесь сходимость по норме означает, что расстояние между функциями последовательности и их
пределом стремится к нулю.

Расстояние между двумя функциями в пространстве 𝐿2 показывает, насколько сильно значения
одной функции отличаются от значений другой на рассматриваемом отрезке. Если расстояние мало, то
значения функций близки, если расстояние велико — различие между ними существенно.

В задаче теплопроводности решение строится как предел частичных сумм ряда по собственным
функциям. Полнота пространства 𝐿2 гарантирует, что этот предел существует и задаёт корректное
решение задачи.

3. Пример решения задачи теплопроводности в 𝐿2

Рассмотрим задачу теплопроводности
𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 , (1)

на отрезке 0 < 𝑥 < 1 при 𝑡 > 0 с граничными условиями

𝑢 (0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥 (1, 𝑡) = 0, (2)

и начальным условием
𝑢 (𝑥, 0) = 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

Начальная функция 𝑢 (𝑥, 0) = 𝑥 принадлежит пространству 𝐿2 (0, 1), так как∫ 1

0
𝑥2 𝑑𝑥 =

1
3
< ∞.

Значит, решение корректно искать в виде ряда по ортогональной системе собственных функций в
𝐿2 (0, 1) (см. определение ).
Решение. Ищем решение задачи теплопроводности методом разделения переменных, предполагая,
что

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡). (3)

Подставим (3) в уравнение (1):
𝑋 (𝑥)𝑇 ′ (𝑡) = 𝑋 ′′ (𝑥)𝑇 (𝑡).

Разделим переменные:
𝑇 ′ (𝑡)
𝑇 (𝑡) =

𝑋 ′′ (𝑥)
𝑋 (𝑥) = −𝜆. (4)

Тогда получаем две задачи:
𝑇 ′ (𝑡) + 𝜆𝑇 (𝑡) = 0,

𝑋 ′′ (𝑥) + 𝜆𝑋 (𝑥) = 0,
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а из граничных условий (2) следует
𝑋 (0) = 0, 𝑋 ′ (1) = 0.

Положим 𝜆 = 𝑘2, 𝑘 > 0. Тогда общее решение имеет вид

𝑋 (𝑥) = 𝐴 sin(𝑘𝑥) + 𝐵 cos(𝑘𝑥).

Из условия 𝑋 (0) = 0 получаем 𝐵 = 0, значит

𝑋 (𝑥) = 𝐴 sin(𝑘𝑥).

Тогда
𝑋 ′ (𝑥) = 𝐴𝑘 cos(𝑘𝑥),

и условие 𝑋 ′ (1) = 0 даёт
cos(𝑘) = 0.

Следовательно,

𝑘𝑛 =
(2𝑛 − 1)𝜋

2
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

и собственные функции можно взять в виде

𝑋𝑛 (𝑥) = sin
(
(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2

)
.

В силу ортогональности собственных функций в пространстве 𝐿2 (0, 1) (см. определение ) решение
представляется в виде ряда по {𝑋𝑛 (𝑥)}:

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
−𝑘2

𝑛𝑡 𝑋𝑛 (𝑥).

Коэффициенты 𝑎𝑛 находятся как проекции начальной функции 𝑓 (𝑥) = 𝑥 на собственные функции
относительно скалярного произведения (см. определение ). Поскольку∫ 1

0
𝑋 2
𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫ 1

0
sin2 (𝑘𝑛𝑥) 𝑑𝑥 =

1
2
,

получаем

𝑎𝑛 = 2
∫ 1

0
𝑥 sin(𝑘𝑛𝑥) 𝑑𝑥.

Вычисляя интеграл, окончательно находим

𝑎𝑛 =
8(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)2𝜋2 .

Полнота пространства 𝐿2 (см. теорему ) гарантирует, что полученный ряд задаёт корректное решение
задачи.
Ответ.

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

8(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)2𝜋2 exp

(
−

(
(2𝑛 − 1)𝜋

2

)2
𝑡

)
sin

(
(2𝑛 − 1)𝜋𝑥

2

)
. (5)

Проверка. Покажем, что при каждом фиксированном 𝑡 > 0 найденное решение принадлежит про-
странству 𝐿2 (0, 1), то есть имеет конечную норму (см. определение ):

∥𝑢 (·, 𝑡)∥2
𝐿2 (0,1) =

∫ 1

0
|𝑢 (𝑥, 𝑡) |2 𝑑𝑥 < ∞.

Решение имеет вид

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
−𝑘2

𝑛𝑡 sin(𝑘𝑛𝑥), 𝑘𝑛 =
(2𝑛 − 1)𝜋

2
,

где

𝑎𝑛 =
8(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)2𝜋2 .
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Обозначим коэффициенты ряда:

𝑏𝑛 (𝑡) = 𝑎𝑛𝑒−𝑘
2
𝑛𝑡 , 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Тогда

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 (𝑡) sin(𝑘𝑛𝑥).

Система {sin(𝑘𝑛𝑥)}𝑛≥1 ортогональна (см. определение ) в 𝐿2 (0, 1) и удовлетворяет

∫ 1

0
sin(𝑘𝑛𝑥) sin(𝑘𝑚𝑥) 𝑑𝑥 =


0, 𝑛 ≠𝑚,

1
2
, 𝑛 =𝑚.

По формуле Парсеваля получаем

∫ 1

0
|𝑢 (𝑥, 𝑡) |2 𝑑𝑥 =

1
2

∞∑︁
𝑛=1

|𝑏𝑛 (𝑡) |2 .

С учётом определения коэффициентов имеем

|𝑏𝑛 (𝑡) |2 = |𝑎𝑛 |2𝑒−2𝑘2
𝑛𝑡 ,

и, следовательно,

∥𝑢 (·, 𝑡)∥2
𝐿2 (0,1) =

1
2

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |2𝑒−2𝑘2
𝑛𝑡 .

При 𝑡 > 0 выполнено 0 < 𝑒−2𝑘2
𝑛𝑡 ≤ 1, поэтому

∥𝑢 (·, 𝑡)∥2
𝐿2 (0,1) ≤

1
2

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛 |2.

Подставляя 𝑎𝑛 , получаем

|𝑎𝑛 |2 =
64

(2𝑛 − 1)4𝜋4 ,

и оценку

∥𝑢 (·, 𝑡)∥2
𝐿2 (0,1) ≤

32
𝜋4

∞∑︁
𝑛=1

1
(2𝑛 − 1)4 .

Так как ряд
∑∞

𝑛=1
1
𝑛4 сходится, сходится и ряд по нечётным индексам, следовательно, правая часть

конечна. Значит, ∥𝑢 (·, 𝑡)∥2
𝐿2 (0,1) < ∞ при всех 𝑡 > 0, то есть

𝑢 (·, 𝑡) ∈ 𝐿2 (0, 1) для всех 𝑡 > 0.

Численнаяпроверка вMaple.Для подтверждения результата вычислим квадрат𝐿2-нормыпоформуле
Парсеваля в системе Maple и выведем значения в виде таблицы при различных 𝑁 . Скриншот результата
вычислений приведён на рисунке 1.
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Рис. 1. Табличный вывод в Maple значений квадрата 𝐿2-нормы по формуле Парсеваля при различных 𝑁 .

Графическое представление решения

Рис. 2. Графическое представление решения задачи теплопроводности (приближение с помощью конечного числа
слагаемых).

На рисунке показано приближённое решение задачи теплопроводности, полученное по формуле (5)
как сумма конечного числа членов ряда. Иными словами, точное решение заменяется более простым,
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состоящим из нескольких синусоид.
Каждая синусоида описывает простое распределение температуры вдоль стержня. При сложении

нескольких таких функций получается приближение реального распределения температуры во време-
ни.

Поскольку используется не бесконечная сумма, а лишь конечное число слагаемых, решение совпа-
дает с точным не полностью. Из-за этого при малых значениях времени и вблизи концов стержня на
графике видны небольшие неровности.

Если мы будем увеличивать число слагаемых, то погрешность совпадения с точным решением
уменьшится, график будет становиться более гладким, и станет лучше отображать процесс охлаждения.

6. Заключение. В работе введены основные понятия пространства 𝐿2, необходимые для анализа
решений задач математической физики. На примере задачи теплопроводности показано применение
скалярного произведения, ортогональности и полноты пространства 𝐿2 при построении решения мето-
дом разделения переменных.
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