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Аннотация. В статье рассматривается понятие двойного интеграла как одного из основных объектов матема-
тического анализа функций нескольких переменных. Изложены геометрический и физический смысл двойного
интеграла, его основные свойства и методы вычисления. Показана связь теоретических конструкций с практи-
ческими задачами, возникающими в физике, механике и численном моделировании. Особое внимание уделено
практической реализации контроля знаний: представлена концепция теста, направленного на проверку понимания
ключевых понятий, анализа области интегрирования и выбора порядка интегрирования. Описана интерактивная
реализация теста с использованием связки LuaLaTeX и HTML, позволяющая автоматизировать процесс проверки
знаний. Работа демонстрирует междисциплинарный подход, соединяющий математическую теорию, методику
преподавания и веб-технологии.
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1. Введение. Двойные интегралы являются одним из ключевых понятий математического анализа
функций нескольких переменных и находят широкое применение в различных разделах математики
и прикладных наук. Они используются при вычислении площадей и объёмов, определении массы и
центра тяжести пластин с переменной плотностью, а также при моделировании физических процессов
в механике, теплопередаче и электродинамике.

Важной особенностью двойного интеграла является его геометрическая и физическая интерпрета-
ция, позволяющая связать абстрактные математические выражения с наглядными образами и при-
кладными задачами [4]. Существенную роль при вычислении двойных интегралов играет корректное
описание области интегрирования, выбор порядка интегрирования и, при необходимости, переход к
другим системам координат, в частности к полярным координатам [2].

Несмотря на формальную строгость определения двойного интеграла, на практике наибольшие
затруднения у обучающихся вызывает не сам процесс вычисления, а понимание смысла интеграла
и анализ области интегрирования. В связи с этим особую актуальность приобретает использование
интерактивных и тестовых форм контроля знаний, позволяющих оценить глубину понимания теоре-
тического материала и способность применять его в стандартных и нестандартных ситуациях. Данная
статья представляет собой попытку системного изложения теории двойных интегралов и демонстрации
практического инструмента для проверки их усвоения.

2. Основные понятия и свойства двойных интегралов.
Пусть на плоской области 𝐷 ⊂ R2 задана функция 𝑓 (𝑥,𝑦), интегрируемая по Риману. Двойным

интегралом функции 𝑓 (𝑥,𝑦) по области 𝐷 называется предел интегральных сумм, если он существует,
и обозначается ∬

𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Геометрический смысл двойного интеграла состоит в вычислении объёма тела, ограниченного свер-
ху поверхностью 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦), снизу плоскостью 𝑧 = 0 и по бокам цилиндрической поверхностью, по-
строенной над областью 𝐷 , при условии, что 𝑓 (𝑥,𝑦) ≥ 0 на 𝐷 . В случае, когда функция принимает как
положительные, так и отрицательные значения, интеграл интерпретируется как алгебраическая сумма
соответствующих объёмов.

Если рассматривать физическую интерпретацию, то при заданной плотности 𝜌 (𝑥,𝑦) двойной инте-
грал ∬

𝐷

𝜌 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

описывает массу плоской пластины, занимающей область 𝐷 [3]. Аналогичным образом двойные инте-
гралы применяются для нахождения координат центра тяжести, моментов инерции и других физиче-
ских характеристик.

Важным частным случаем является интеграл от единицы:∬
𝐷

1𝑑𝑥 𝑑𝑦,
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который равен площади области 𝐷 [4]. Это свойство подчёркивает связь двойного интеграла с геомет-
рическими характеристиками плоских фигур.

На практике вычисление двойных интегралов сводится к вычислению повторных интегралов. Если
область 𝐷 имеет вид 𝐷 = {(𝑥,𝑦) | 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}, то справедливо равенство∬

𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫ 𝑏

𝑎

(∫ 𝑑

𝑐

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑦
)
𝑑𝑥.

При этом порядок интегрирования может быть изменён при выполнении соответствующих условий
существования интеграла [5].

Существенную роль при вычислении двойных интегралов играет корректное описание области ин-
тегрирования. В более сложных случаях область𝐷 задаётся неравенствами, зависящими от переменных,
что требует анализа её геометрической структуры и осознанного выбора порядка интегрирования [1].

Для областей, обладающих круговой симметрией, целесообразно использовать переход к полярным
координатам, при котором двойной интеграл принимает вид∬

𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫ 𝛽

𝛼

∫ 𝑅 (𝜃 )

0
𝑓 (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sin𝜃 ) 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃 .

Появление множителя 𝑟 связано с якобианом перехода к новой системе координат [2].
Таким образом, теория двойных интегралов объединяет строгие аналитические определения с на-

глядными геометрическими и физическими интерпретациями, а также требует внимательного анализа
области интегрирования и выбора оптимального метода вычисления [3, 5].

3. Методика и инструмент для контроля знаний. Практическая часть работы посвящена приме-
нению теоретических положений, связанных с двойными интегралами, в форме интерактивного тести-
рования. Основной целью теста является проверка не механического запоминания формул, а глубины
понимания смысла интеграла, умения анализировать область и выбирать метод решения.

Тест состоит из 10 вопросов, охватывающих следующие темы: геометрическая и физическая ин-
терпретация, свойства, вычисление повторных интегралов, описание области, переход к полярным
координатам. Ниже приведён полный перечень вопросов теста в текстовой форме, сопровождаемый
скриншотами их реализации в интерактивном HTML-интерфейсе.
1. Дана функция 𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑥 + 𝑦. Что геометрически выражает двойной интеграл

∬
𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, если

𝑓 (𝑥,𝑦) ≥ 0 на области 𝐷?

Рис. 1. Вопрос 1 в интерактивном тесте.

2. Какая из записей корректно задаёт повторный интеграл для вычисления
∬
𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, если область

𝐷 задана условиями 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑?

Рис. 2. Вопрос 2 в интерактивном тесте.

3. Пусть область 𝐷 ограничена линиями 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥 . Какой из интегралов соответствует
вычислению

∬
𝐷

𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦?

Студенческий журнал по математике и её приложениям, 2025, Том 4, № 2



Рудофилов И. М. 247

Рис. 3. Вопрос 3 в интерактивном тесте.

4. В каком случае допустима перестановка порядка интегрирования?

Рис. 4. Вопрос 4 в интерактивном тесте.

5. Чему равен двойной интеграл
∬
𝐷

1𝑑𝑥 𝑑𝑦, где 𝐷 — плоская область?

Рис. 5. Вопрос 5 в интерактивном тесте.

6. Какая область наиболее удобна для перехода к полярным координатам?

Рис. 6. Вопрос 6 в интерактивном тесте.

7. Пусть плотность пластины задана функцией 𝜌 (𝑥,𝑦). Какой физический смысл имеет интеграл∬
𝐷

𝜌 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦?

Рис. 7. Вопрос 7 в интерактивном тесте.

8. Какой множитель появляется при переходе к полярным координатам?

Рис. 8. Вопрос 8 в интерактивном тесте.

9. Какой из интегралов соответствует вычислению площади круга радиуса 𝑅?

Рис. 9. Вопрос 9 в интерактивном тесте.

10. В чём заключается основная сложность вычисления двойных интегралов?
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Рис. 10. Вопрос 10 в интерактивном тесте.

Для реализации интерактивной версии использована связка LuaLaTeX, Lua и HTML. В процессе ком-
пиляции основного документа Lua-скрипт генерирует HTML-файл, содержащий полный текст теста,
варианты ответов в виде радиокнопок и JavaScript-код для мгновенной проверки. Математические фор-
мулы отображаются с помощью библиотеки MathJax, что обеспечивает их качественное представление
в браузере, как показано на скриншотах.

4. Заключение. В статье рассмотрено понятие двойного интеграла, его геометрический и физиче-
ский смысл, основные свойства иметоды вычисления. Показано, что двойнойинтеграл служитмощным
инструментом как для теоретических исследований, так и для решения прикладных задач в физике,
механике и компьютерном моделировании.

Особое внимание уделено методическому аспекту: разработке теста, направленного на проверку
понимания, а не формального воспроизведения материала. Предложенный тест позволяет диагности-
ровать типичные ошибки, связанные с анализом области интегрирования и выбором порядка интегри-
рования.

Практическая реализация теста в виде интерактивногоHTML-приложения, автоматически генериру-
емого из LaTeX-источника, демонстрирует современный подход к созданию электронных обучающих
ресурсов. Использование LuaLaTeX и MathJax обеспечивает корректное отображение математических
формул как в печатной статье, так и в веб-интерфейсе.

Таким образом, работа вносит вклад как в изложение теоретических основ двойных интегралов, так
и в разработку практических инструментов для контроля знаний, что может быть полезно в учебном
процессе при изучении курса математического анализа.
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