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Аннотация. В работе исследуются интеграл Фурье и преобразование Фурье в контексте функционального анали-
за. Представлены основные определения интеграла Фурье, прямого и обратного преобразований Фурье, а также
их частных случаев: косинус- и синус-преобразований. Рассмотрены ключевые свойства преобразования Фурье,
включая линейность, непрерывность, формулу обращения, связь с дифференцированием оригинала и образа, свой-
ство сдвига и преобразование интеграла. Решены практические задачи по вычислению преобразования Фурье.
Представлены доказательства свойств преобразования сдвинутой функции и связи преобразования функции с
преобразованием её интеграла.
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1. Введение. Преобразование Фурье занимает важное место в математическом анализе. Изучение
гармонического анализа начинается с рядов Фурье, где функция раскладывается в ряд гармонических
колебаний. Для функций, заданных на всей числовой оси, ряд Фурье переходит в интеграл Фурье.

В данной работе рассматриваются интеграл Фурье и преобразование Фурье. Работа опирается на
теоретические основы интегральных преобразований. Проанализирована связь между прямым и об-
ратным преобразованиями Фурье. Представлен процесс вычисления преобразования Фурье для кон-
кретных функций. Рассмотрены примеры использования свойств преобразования Фурье для решения
практических задач.

2. ИнтегралФурье.Изучение гармонического анализа начинается с рядов Фурье, где кусочно- глад-
кая функция, определенная на конечном интервале, раскладывается в ряд, состоящий из дискретных
гармонических колебаний. Функция называется кусочно- гладкой, если она в каждой точке имеет конеч-
ные пределы слева и справа, а также конечные значения левой и правой производных. Гармонические
колебания — это те колебания, в которых колеблющаяся величина меняет своё значение во времени
строго по закону синуса или косинуса.

Однако при анализе непериодических явлений, где функция задана на всей числовой оси, проис-
ходит качественный переход. Ряд Фурье трансформируется в интеграл Фурье, который представляет
собой сумму тех же гармонических колебаний, но частоты которых теперь непрерывно заполняют дей-
ствительную полуось. Мы рассмотрим основы этого интегрального представления, которое является
важным для дальнейшего изучения преобразования Фурье.

«Пусть 𝑓 (𝑥) : R → R — непрерывно дифференцируемая функция. На основании теоремы о предста-
вимости функции в точке своим рядом Фурье мы можем для любого 𝑙 > 0 разложить 𝑓 в ряд Фурье в
промежутке [−𝑙, 𝑙]:» [1]

𝑓 (𝑥) = 𝑎0

2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 cos
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)
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(𝑛𝜋𝑥
𝑙

)
cos 𝑛𝜋𝑥
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𝑙
называют гармониками, а коэффициенты 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 — амплитуды гармоники. Коэффи-

циенты гармоники 𝜆𝑛 = 𝑛𝜋
𝑙
, они образуют бесконечно большую последовательность. Разность двух

соседних частот Δ𝜆 = 𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−1 =
𝜋
𝑙
тем меньше, чем больше 𝑙 , с увеличением 𝑙 соседние частоты стано-

вятся все ближе друг к другу. В пределе при 𝑙 → ∞ получается разложение функции 𝑓 (𝑥) по гармоникам
с непрерывно изменяющейся частотой 𝜆 от 0 до +∞, а ряд Фурье переходит в интеграл Фурье.
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Подставим выражение для 𝑎𝑛 и 𝑏𝑛 в 𝑓 (𝑥):

𝑓 (𝑥) = 1
2𝑙

∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 +

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑙

[∫ 𝑙

−𝑙
𝑓 (𝑡) cos

(𝑛𝜋
𝑙
(𝑡 − 𝑥)

)
𝑑𝑡

]
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Считаем, что несобственный интеграл
∫ ∞
−∞ |𝑓 (𝑡) |𝑑𝑡 сходится. Предел при 𝑙 → ∞ первого слагаемого

равен нулю:

𝑓 (𝑥) = 1
𝜋

∫ ∞

0
𝑑𝑙

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡) cos(𝜆(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑡
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Мы получили представление функции 𝑓 (𝑥). Самая правая часть называется интегралом Фурье.
Записав cos(𝜆(𝑡 − 𝑥)) в виде cos 𝜆𝑡 cos 𝜆𝑥 + sin 𝜆𝑡 sin 𝜆𝑥 , получим:

𝑓 (𝑥) =
∫ ∞

0
(𝑎(𝜆) cos 𝜆𝑥 + 𝑏 (𝜆) sin 𝜆𝑥)𝑑𝜆

𝑎(𝜆) = 1
𝜋

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡) cos 𝜆𝑡𝑑𝑡 и 𝑏 (𝜆) = 1

𝜋

∫ ∞

−∞
𝑓 (𝑡) sin 𝜆𝑡𝑑𝑡

Разложение функции 𝑓 (𝑥) по гармоникам cos 𝜆𝑥 и sin 𝜆𝑥 с частотой 𝜆, изменяющейся непрерывно от 0
до +∞, а амплитудами 𝑎(𝜆) и 𝑏 (𝜆) служат интегралы.

Полученное интегральное представление можно конкретизировать для функций с определённой
чётностью. Если непрерывная, абсолютно интегрируемая на R функция имеет в каждой точке 𝑥 ∈ R
конечные односторонние производные, то в случае, когда эта функция является чётной, справедливо
равенство

𝑓 (𝑥) =
∫ +∞

0
𝑎(𝑦) cos𝑥𝑦 𝑑𝑦, где 𝑎(𝑦) = 2

𝜋

∫ +∞

0
𝑓 (𝑡) cos𝑦𝑡 𝑑𝑡 .

в случае, когда 𝑓 — нечётная функция, выполняется равенство

𝑓 (𝑥) =
∫ +∞

0
𝑏 (𝑦) sin𝑥𝑦 𝑑𝑦, где 𝑏 (𝑦) = 2

𝜋

∫ +∞

0
𝑓 (𝑡) sin𝑦𝑡 𝑑𝑡 .

Для чётной функции разложение содержит только косинусы, а для нечётной — только синусы, что
полностью аналогично случаю тригонометрических рядов Фурье.

«Произведение двух чётныхилидвухнечётныхфункций есть чётнаяфункция. Произведение чётной
и нечётной функций есть нечётная функция»[5].

Общую формулу интеграла Фурье можно записать в более компактной комплексной форме. Исполь-
зуя формулу Эйлера 𝑒𝑖𝜃 = cos𝜃 + 𝑖 sin𝜃 , получили следующее:

𝑓 (𝑥) = 1
2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑑𝑦

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡)𝑒𝑖𝑦 (𝑥−𝑡 ) 𝑑𝑡,

где внешний интеграл понимается в смысле главного значения.
3. Преобразование Фурье. Согласно теореме Фурье, «если непериодическая функция 𝑓 (𝑥), опреде-

лённая на (−∞,+∞), является оригиналом по Фурье, то во всех точках её непрерывности справедливо
интегральное представление»[2]

«Преобразование, сопоставляющее кусочно-гладкой абсолютноинтегрируемойфункции 𝑓 (𝑥) новую
функцию

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑥, (1)

называется прямым преобразованием Фурье и обозначается через 𝐹+. При этом функция 𝑓 = 𝐹+ [𝑓 ]
называется прямым преобразованием Фурье функции 𝑓 » [1].

Обратным преобразованием Фурье для 𝑓 (𝑥) называют интеграл

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑥)𝑒𝑖𝑥𝑦𝑑𝑥, (2)

обозначаемый F− [𝑓 ]. Таким образом, 𝑓 = F− [𝑓 ].
Эти определения можно также записать в форме, используемой в теории интеграла Фурье. Пусть

функция 𝑓 (𝑥), определённая на всей числовой оси, является кусочно-гладкой в каждом конечном ин-
тервале и абсолютно интегрируема в промежутке (−∞;+∞). Тогда она представима интегралом Фурье:

𝑓 (𝑥) = 1
√

2𝜋

+∞∫
−∞


1

√
2𝜋

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝑦𝑡𝑑𝑡
 𝑒𝑖𝑦𝑥𝑑𝑦.

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝑦𝑡𝑑𝑡, (3)
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тогда

𝑓 (𝑥) = 1
√

2𝜋

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑦)𝑒𝑖𝑦𝑥𝑑𝑦. (4)

Функция 𝑓 (𝑦), полученная по формуле (3), называется прямым преобразованием Фурье функции 𝑓 (𝑥),
а формула (4), восстанавливающая 𝑓 (𝑥) по 𝑓 (𝑦), называется обратным преобразованием Фурье.

При этом интегралы вида
∫ +∞
−∞ 𝑓 (𝑢)𝑑𝑢 понимаются в смысле главного значения, т.е.

+∞∫
−∞

𝑓 (𝑢)𝑑𝑢 = lim
𝑛→+∞

+𝑛∫
−𝑛

𝑓 (𝑢)𝑑𝑢.

Если функция 𝑓 абсолютно интегрируема наR, то интегралы (1) и (2) существуют как несобственные,
а не только в смысле главного значения.

Функция 𝑓 называется абсолютно интегрируемой на R, если сходится интеграл от её модуля:∫ +∞

−∞
|𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥 < ∞.

Это условие является достаточным для существования преобразования Фурье и обеспечивает равномер-
ную сходимость интеграла, определяющего 𝑓 (𝑦).

4. Формула обращения и спектральная интерпретация. Для функций, удовлетворяющих усло-
виям абсолютной интегрируемости как самой функции 𝑓 , так и её образа Фурье 𝑓 , выполняется важное
свойство: последовательное применение прямого и обратного преобразованийФурье к кусочно-гладкой
непрерывной функции приводит к исходной функции. То же самое справедливо, если сначала приме-
нить обратное преобразование, а затем прямое. Символически это записывается в виде:

𝑓 = F− [F+ [𝑓 ]] = F+ [F− [𝑓 ]],

что называют формулами обращения преобразования Фурье. Если непрерывная функция 𝑓 абсолютно
интегрируема на R и имеет в каждой точке 𝑥 ∈ R конечные односторонние производные, то

F −1 [F [𝑓 ]] (𝑥) = F [F −1 [𝑓 ]] (𝑥) = 𝑓 (𝑥). (5)

«Преобразование Фурье абсолютно интегрируемойфункции 𝑓 (𝑥) называют образомФурье или спек-
тральной характеристикой функции 𝑓 (𝑥). В физических приложениях функция 𝑓 (𝑦) называется спек-
тральной плотностью сигнала 𝑓 (𝑥)» [1].

Её модуль |𝑓 (𝑦) | называется амплитудным спектром, а аргумент arg 𝑓 (𝑦) —фазовым спектром функ-
ции 𝑓 (𝑥).

Преобразование Фурье раскладывает исходную функцию на частотные составляющие, представляя
её в виде интеграла синусоид различной частоты, амплитуды и фазы.

Если 𝑓 (𝑥) интерпретируется как сигнал во временной области, то 𝑓 (𝑦) описывает его спектр в
частотной области. Модуль |𝑓 (𝑦) | определяет амплитуды гармоник с частотой 𝑦, а фаза arg 𝑓 (𝑦) — их
сдвиги.

Формулы обращения показывают, что функции 𝑓 и 𝑓 в определённом смысле равноправны: каждая
из них может быть восстановлена по другой. Заметим, что даже для вещественнозначной функции 𝑓 (𝑥)
её преобразование Фурье 𝑓 (𝑦), является комплекснозначной функцией.

5. Свойства преобразования Фурье.Широкие возможности применения преобразования Фурье
основываются на нескольких полезных свойствах этого преобразования.

Отметим следующие свойства преобразования Фурье и обратного преобразования:

1. Формула обращения. Уже была приведена выше (5).

2. Линейность. Преобразование Фурье является линейным оператором: для любых комплексных
чисел 𝛼, 𝛽 и функций 𝑓 , 𝑔, для которых определены F [𝑓 ] и F [𝑔], выполняется

F [𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔] = 𝛼F [𝑓 ] + 𝛽F [𝑔] .

Аналогичное свойство имеет и обратное преобразование Фурье.

3. Непрерывность. «Если функция 𝑓 абсолютно интегрируема на R, то её преобразование Фурье 𝑓 (𝑦)
есть непрерывная и ограниченная на R функция, причём» [4]

lim
𝑦→+∞

𝑓 (𝑦) = lim
𝑦→−∞

𝑓 (𝑦) = 0. (6)
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4. Преобразование Фурье производной. «Если 𝑓 абсолютно непрерывна на каждом конечном интер-
вале и 𝑓 ′ ∈ 𝐿1 (−∞,∞), то имеет место равенство» [2]

𝐹 [𝑓 ′] = 𝑖𝜆𝐹 [𝑓 ] .

Если функция 𝑓 такова, что 𝑓 (𝑘−1) абсолютно непрерывна на каждом интервале и 𝑓 , . . . , 𝑓 (𝑘 ) ∈
𝐿1 (−∞,∞), то с помощью таких же рассуждений получим

𝐹 [𝑓 (𝑘 ) ] = (𝑖𝜆)𝑘𝐹 [𝑓 ], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (7)

5. «Производная преобразования Фурье. Если функция 𝑓 непрерывна на R, функции
𝑓 (𝑥), 𝑥 𝑓 (𝑥), . . . , 𝑥𝑛 𝑓 (𝑥) абсолютно интегрируемы на R, то функция 𝑓 (𝑦) = 𝐹 [𝑓 ] имеет на R про-
изводные до 𝑛-го порядка включительно, причём» [4]

𝑓 (𝑘 ) (𝑦) = (−𝑖)𝑘F [𝑥𝑘 𝑓 (𝑥)] (𝑦), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (8)

6. Частные случаи: косинус- и синус-преобразования. Для чётных и нечётных функций общая
формула преобразования Фурье упрощается.

Пусть функция 𝑓 (𝑥) — чётная. Перепишем равенство для интеграла Фурье в виде

𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0


√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓 (𝑡) cos(𝑦𝑡)𝑑𝑡
 cos(𝑦𝑥)𝑑𝑦.

𝑓𝑐 (𝑦) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓 (𝑡) cos(𝑦𝑡)𝑑𝑡 . (9)

Тогда

𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓𝑐 (𝑦) cos(𝑦𝑥)𝑑𝑦. (10)

Функция 𝑓𝑐 (𝑦) называется косинус-преобразованием функции 𝑓 (𝑡).
Пусть функция 𝑓 (𝑥) — нечётная. Тогда равенство для интеграла Фурье:

𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0


√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓 (𝑡) sin(𝑦𝑡)𝑑𝑡
 sin(𝑦𝑥)𝑑𝑦.

𝑓𝑠 (𝑦) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓 (𝑡) sin(𝑦𝑡)𝑑𝑡, (11)

тогда

𝑓 (𝑥) =
√︂

2
𝜋

+∞∫
0

𝑓𝑠 (𝑦) sin(𝑦𝑥)𝑑𝑦. (12)

Функция 𝑓𝑠 (𝑦) называется синус-преобразованием Фурье функции 𝑓 (𝑥).
Пары соотношений (9),(10) и (11),(12) демонстрируют важное свойство симметрии, называемое зако-

ном взаимности косинус- и синус-преобразований Фурье: если 𝑓𝑐 (𝑦) является косинус-преобразованием
чётной функции 𝑓 (𝑥), то сама 𝑓 (𝑥) оказывается косинус-преобразованием функции 𝑓𝑐 (𝑦); аналогично,
если 𝑓𝑠 (𝑦) — синус-преобразование нечётной функции 𝑓 (𝑥), то 𝑓 (𝑥) является синус-преобразованием
функции 𝑓𝑠 (𝑦).

Это означает, что прямое и обратное косинус- (или синус-) преобразованияФурье имеют одинаковый
вид, что упрощает их практическое использование.

7. Решение задач.
Задача 2.1. Найти преобразование Фурье функции 𝑓 (𝑥), если:

1. 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝛼 |𝑥 | , 𝛼 > 0;

2. 𝑓 (𝑥) = 𝑥2𝑒−|𝑥 | ;
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3. 𝑓 (𝑥) = 𝑑3

𝑑𝑥3

(
1

1 + 𝑥2

)
.

Решение.

1. Функция 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝛼 |𝑥 | является чётной и абсолютно интегрируемой на R при 𝛼 > 0. Поэтому её
преобразование Фурье можно вычислять как косинус-преобразование:

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑒−𝛼 |𝑥 |𝑒−𝑖𝑥𝑦 𝑑𝑥 .

В силу чётности подынтегральной функции мнимая часть (содержащая sin(𝑥𝑦)) обращается в
ноль, и интеграл сводится к:

𝑓 (𝑦) =
√︂

2
𝜋

∫ +∞

0
𝑒−𝛼𝑥 cos(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 .

Используя табличный интеграл∫ +∞

0
𝑒−𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥) 𝑑𝑥 =

𝛼

𝛼2 + 𝛽2 , 𝛼 > 0,

получаем:

F [𝑒−𝛼 |𝑥 | ] (𝑦) =
√︂

2
𝜋

𝛼

𝛼2 + 𝑦2 , 𝛼 > 0.

2. Для нахождения преобразования Фурье функции 𝑥2𝑒−|𝑥 | воспользуемся свойством дифференци-
рования образа (8):

𝑑2

𝑑𝑦2 F [𝑒−|𝑥 | ] (𝑦) = (−𝑖)2F [𝑥2𝑒−|𝑥 | ] (𝑦).

Согласно полученному реультату из 1 пункта при 𝛼 = 1:

F [𝑒−|𝑥 | ] (𝑦) =
√︂

2
𝜋

1
1 + 𝑦2 .

Дважды дифференцируя эту функцию по 𝑦, находим:

𝑑

𝑑𝑦

(√︂
2
𝜋

1
1 + 𝑦2

)
= −

√︂
2
𝜋

2𝑦
(1 + 𝑦2)2 ,

𝑑2

𝑑𝑦2

(√︂
2
𝜋

1
1 + 𝑦2

)
=

√︂
2
𝜋

2(3𝑦2 − 1)
(1 + 𝑦2)3 .

Тогда

F [𝑥2𝑒−|𝑥 | ] (𝑦) = (−1) ·
√︂

2
𝜋

2(3𝑦2 − 1)
(1 + 𝑦2)3 = 2

√︂
2
𝜋

1 − 3𝑦2

(1 + 𝑦2)3 .

3. Воспользуемся свойством преобразования производной (формула (7)):

F
[
𝑑3

𝑑𝑥3

(
1

1 + 𝑥2

)]
(𝑦) = (𝑖𝑦)3 F

[
1

1 + 𝑥2

]
(𝑦).

Найдём преобразование Фурье функции
1

1 + 𝑥2 . Эта функция чётная, поэтому:

F
[

1
1 + 𝑥2

]
(𝑦) =

√︂
2
𝜋

∫ +∞

0

cos(𝑥𝑦)
1 + 𝑥2 𝑑𝑥.

Используем табличный интеграл Лапласа:∫ +∞

0

cos(𝛽𝑥)
1 + 𝑥2 𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝑒−|𝛽 | .

Следовательно,

F
[

1
1 + 𝑥2

]
(𝑦) =

√︂
𝜋

2
𝑒−|𝑦 | .

Окончательно получаем:

F [𝑓 ] (𝑦) = (𝑖𝑦)3
√︂
𝜋

2
𝑒−|𝑦 | = −𝑖

√︂
𝜋

2
𝑦3𝑒−|𝑦 | .
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Задача 2.2. Доказать, что преобразование Фурье сдвинутой функции имеет вид:

F [𝑓 (𝑥 − 𝛼)] (𝑦) = 𝑒−𝑖𝛼𝑦 𝑓 (𝑦), 𝛼 ∈ R,

где 𝑓 (𝑦) = F [𝑓 ] (𝑦).
Доказательство. По определению прямого преобразования Фурье:

F [𝑓 (𝑥 − 𝛼)] (𝑦) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥 − 𝛼)𝑒−𝑖𝑥𝑦 𝑑𝑥 .

Выполним замену переменной 𝑡 = 𝑥 − 𝛼 . Тогда 𝑥 = 𝑡 + 𝛼 , 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 , и пределы интегрирования не
изменяются:

F [𝑓 (𝑥 − 𝛼)] (𝑦) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖 (𝑡+𝛼 )𝑦 𝑑𝑡 .

Разложим экспоненту на множители:

𝑒−𝑖 (𝑡+𝛼 )𝑦 = 𝑒−𝑖𝑡𝑦 · 𝑒−𝑖𝛼𝑦 .

Множитель 𝑒−𝑖𝛼𝑦 не зависит от переменной интегрирования 𝑡 , поэтому его можно вынести за знак
интеграла:

F [𝑓 (𝑥 − 𝛼)] (𝑦) = 𝑒−𝑖𝛼𝑦 · 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑖𝑡𝑦 𝑑𝑡 .

Оставшийся интеграл в точности равен преобразованию Фурье исходной функции 𝑓 (𝑦). Следова-
тельно,

F [𝑓 (𝑥 − 𝛼)] (𝑦) = 𝑒−𝑖𝛼𝑦 𝑓 (𝑦).
Замечание. Данное свойство показывает, что сдвиг сигнала во временной области на величину 𝛼

приводит лишь к появлению фазового множителя 𝑒−𝑖𝛼𝑦 в его спектре. При этом амплитудный спектр
|𝑓 (𝑦) | не изменяется.

Задача 2.3. Пусть функция 𝑓 непрерывна на R, абсолютно интегрируема на R, и пусть функция

𝜑 (𝑥) =
∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡

удовлетворяет условию 𝜑 (𝑥) → 0 при |𝑥 | → +∞. Доказать, что

F [𝜑] (𝑦) = − 𝑖
𝑦
𝑓 (𝑦),

где 𝑓 (𝑦) = F [𝑓 ] (𝑦).
Доказательство. 1. В силу основной теоремы анализа и непрерывности 𝑓 , функция 𝜑 (𝑥) дифферен-

цируема и 𝜑 ′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ R.
2. Применим к функции 𝜑 (𝑥) свойство преобразования Фурье производной (7). Условия свойства вы-

полнены: 𝜑 непрерывна и дифференцируема, а её производная 𝑓 абсолютно интегрируема по условию.
Получаем:

F [𝜑 ′] (𝑦) = 𝑖𝑦 F [𝜑] (𝑦).
Так как 𝜑 ′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥), это равенство эквивалентно:

𝑓 (𝑦) = 𝑖𝑦 F [𝜑] (𝑦).

3. Рассмотрим случай 𝑦 ≠ 0. Из равенства непосредственно выражаем искомое преобразование:

F [𝜑] (𝑦) = 1
𝑖𝑦
𝑓 (𝑦) = − 𝑖

𝑦
𝑓 (𝑦).

4. Рассмотрим случай 𝑦 = 0. По определению:

F [𝜑] (0) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝜑 (𝑥) 𝑑𝑥, 𝑓 (0) = 1

√
2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

В силу условия 𝜑 (𝑥) → 0 при |𝑥 | → ∞ и абсолютной интегрируемости 𝑓 , оба интеграла существуют.
Формулу − 𝑖

𝑦
𝑓 (𝑦) при 𝑦 = 0 следует понимать в предельном смысле. Можно показать, что предел

lim𝑦→0 F [𝜑] (𝑦), вычисленный по полученной формуле, согласуется с прямым значением F [𝜑] (0), что
завершает доказательство.
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Таким образом, для всех 𝑦 ∈ R справедливо равенство:

F [𝜑] (𝑦) = − 𝑖
𝑦
𝑓 (𝑦).

Задача 2.4. Найти преобразование Фурье функции (прямоугольного импульса):

𝑓 (𝑥) =
{

1, |𝑥 | ≤ 1,
0, |𝑥 | > 1.

Решение. 1. Функция 𝑓 (𝑥) является кусочно-непрерывной, ограниченной и абсолютно интегрируе-
мой на R, так как ∫ +∞

−∞
|𝑓 (𝑥) | 𝑑𝑥 =

∫ 1

−1
1𝑑𝑥 = 2 < +∞.

Функция является чётной: 𝑓 (−𝑥) = 𝑓 (𝑥).
2. По определению прямого преобразования Фурье (1):

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖𝑥𝑦 𝑑𝑥.

В силу чётности 𝑓 (𝑥) и нечётности функции sin(𝑥𝑦) (мнимой части экспоненты), интеграл от мни-
мой части по симметричному промежутку равен нулю. Поэтому преобразование сводится к косинус-
преобразованию Фурье:

𝑓 (𝑦) = 1
√

2𝜋

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥) cos(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 =

√︂
2
𝜋

∫ +∞

0
𝑓 (𝑥) cos(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 .

3. Поскольку 𝑓 (𝑥) = 0 при 𝑥 > 1, верхний предел интегрирования меняется:

𝑓 (𝑦) =
√︂

2
𝜋

∫ 1

0
cos(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 .

Вычисляем данный интеграл (при 𝑦 ≠ 0):∫ 1

0
cos(𝑥𝑦) 𝑑𝑥 =

sin(𝑥𝑦)
𝑦

����1
0
=

sin𝑦
𝑦

.

При 𝑦 = 0 интеграл вычисляется непосредственно:∫ 1

0
cos(0) 𝑑𝑥 =

∫ 1

0
1𝑑𝑥 = 1.

Объединяя результаты, получаем:

𝑓 (𝑦) = F [𝑓 ] (𝑦) =


√︂

2
𝜋
· sin𝑦
𝑦

, 𝑦 ≠ 0,√︂
2
𝜋
, 𝑦 = 0.

Функция
sin𝑦
𝑦

(ядро Дирихле) доопределена по непрерывности в нуле: lim𝑦→0
sin𝑦
𝑦

= 1, что согласуется

с нашим результатом. Таким образом, преобразование Фурье можно записать в единой форме:

F [𝑓 ] (𝑦) =
√︂

2
𝜋
· sin𝑦
𝑦

для всех 𝑦 ∈ R.

6. Заключение. В рамках представленной работы исследованы основные понятия и свойства пре-
образования Фурье, а также методы его применения для решения дифференциальных уравнений. В
теоретической части рассмотрены определения интеграла Фурье, прямого и обратного преобразований,
а также их частных случаев — косинус- и синус-преобразований. Особое внимание уделено свойствам
преобразования Фурье: линейности, непрерывности, связи с дифференцированием, формуле обраще-
ния, свойству сдвига и преобразованию интеграла.
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Практическая часть работы была направлена на применение полученных теоретических знаний
для решения конкретных задач. Вычислены преобразования Фурье для функций. Доказаны свойства
преобразования сдвинутой функции и связи преобразования функции с преобразованием её интегра-
ла. Представленные примеры демонстрируют, как свойства преобразования Фурье используются для
сведения дифференциальных операций к алгебраическим действиям в частотной области.

Полученные результаты подтверждают, что преобразование Фурье является эффективным методом
для решения задач математической физики и анализа. Практическое применение рассмотренных мето-
дов показывает связь между теоретическими конструкциямифункционального анализа и конкретными
вычислительными процедурами решения прикладных задач.

Благодарность. Автор выражает благодарность научному руководителю, Ковалевой Лидии Алексан-
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