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Аннотация.Краевые задачиматематическойфизикилежат в основемоделированияширокого спектрафизических
процессов: от теплопереноса и акустики до механики сплошных сред и электродинамики. В статье систематизи-
рованы ключевые методы решения таких задач, включая аналитические подходы (метод разделения переменных,
функция Грина) и численные алгоритмы (метод конечных элементов, метод конечных разностей). Особое вни-
мание уделено вариационным методам и слабой формулировке, обеспечивающей решение задач с разрывными
коэффициентами и сложной геометрией. Рассмотрены примеры приложений в инженерии и теоретической фи-
зике. Материал опирается на классические труды Тихонова, Самарского, Соболева и современных авторов, что
обеспечивает научную строгость и практическую ценность исследования. Статья предназначена для студентов,
аспирантов и исследователей, работающих в области прикладной математики и математического моделирования.
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Введение. Краевые задачи математической физики возникают при описании процессов, где реше-
ние дифференциального уравнения в частных производных должно удовлетворять заданным услови-
ям на границе области. Такие задачи играют центральную роль в моделировании теплопроводности,
волновых явлений, распределения электромагнитных полей и деформации материалов. Несмотря на
разнообразие методов решения, их можно разделить на две группы:

1. Аналитические методы, основанные на точных решениях (например, метод Фурье);
2. Численные методы, использующие дискретизацию задачи (метод конечных элементов).
Цель статьи — систематизировать основные подходы, проанализировать их преимущества и огра-

ничения, а также продемонстрировать их применение на конкретных примерах.
1. Аналитические методы. Аналитические методы позволяют получить точное решение в ви-

де формул, что особенно ценно для проверки численных алгоритмов и понимания физической сути
процессов.

Метод разделения переменных (метод Фурье). Этот метод применяется для линейных уравнений в
областях с простой геометрией, таких как прямоугольники, цилиндры или сферы. Идея метода заклю-
чается в представлении решения в виде произведения функций, каждая из которых зависит только от
одной переменной. Например, при решении уравнения теплопроводности в стержне решение можно
представить как комбинацию пространственной и временной компонент.

Пространственная часть определяется граничными условиями (например, фиксированной темпера-
турой на концах стержня), а временная — характером изменения температуры со временем. Этот метод
тесно связан с использованием ортогональных систем функций, таких как тригонометрические ряды
Фурье, которые позволяют разложить решение в бесконечный ряд. Однако метод имеет ограничения:
он неприменим для нелинейных уравнений или областей со сложной геометрией.

Пример применения: Расчёт стационарного распределения температуры в пластине с изолированны-
ми краями.

Функция Грина – это фундаментальный инструмент для решения неоднородных краевых задач. Она
представляет собой решение уравнения с точечным источником, что позволяет свести задачу к ин-
тегрированию влияния распределённых источников. Например, в электростатике функция Грина для
уравнения Пуассона описывает потенциал, создаваемый точечным зарядом, а решение для произволь-
ного распределения зарядов получается суперпозицией таких потенциалов.

Преимущество метода— возможность работы с неоднородными средами, но его применение требует
знания явного вида функции Грина, что возможно только для ограниченного класса задач.

Пример применения: Определение электрического поля в системе проводников сложной формы.
Численные методы незаменимы для задач, где аналитическое решение невозможно получить из-за

сложной геометрии, нелинейности или нестационарности.
Метод конечных элементов (МКЭ) основан на разбиении области на небольшие элементы (треуголь-

ники, четырёхугольники) и аппроксимациирешенияна каждом элементе с помощьюпростыхфункций,
например, полиномов. Слабая формулировка задачи, которая не требует гладкости решения, позволяет
учесть разрывные коэффициенты (например, в многослойных материалах).

Процесс решения включает: а) дискретизацию области, б) построение системы уравнений на основе
вариационного принципа, в) Решение системы линейных или нелинейных уравнений.
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Кпреимуществам относятся: гибкость в работе со сложными геометриямии возможность локального
повышения точности за счёт сгущения сетки. К недостаткам: высокие вычислительные затраты для
трёхмерных задач. Пример применения: Моделирование деформации моста под нагрузкой.

Метод конечных разностей (МКР). В этом методе производные заменяются разностными аналогами
на равномерной сетке. Например, вторая производная аппроксимируется разностью значений функции
в соседних узлах. Метод особенно эффективен для регулярных областей и уравнений параболического
типа (например, уравнения теплопроводности).

Особенности: простота реализации для задач с прямоугольными областями; проблемы с устойчи-
востью при выборе слишком крупного шага по времени. Пример применения: Прогнозирование распро-
странения загрязнений в атмосфере.

2. Вариационныеметодыи слабаяформулировка. Вариационные методы основаны на миними-
зациифункционала энергии, связанного с дифференциальным уравнением. Например, решение задачи
упругости соответствует минимуму потенциальной энергии системы.

Метод Ритца предполагает приближённое решение в виде линейной комбинации базисных функ-
ций. Коэффициенты комбинации находятся из условия минимума функционала.

Метод Галеркина. В этом методе невязка уравнения ортогональна выбранным базисным функциям.
Этот подход широко используется в МКЭ, где базисные функции задаются на элементах сетки.

Преимущества вариационных методов:

• Универсальность для нелинейных задач

• Возможность строгого обоснования сходимости в функциональных пространствах Соболева

Пример применения: Расчёт колебаний мембраны с неоднородной плотностью.
3. Практические примеры и приложения.
Теплопроводность в композитных материалах. В многослойных материалах коэффициенты тепло-

проводности могут резко меняться на границах слоёв. МКЭ позволяет учесть эти скачки, разбивая
область на элементы, соответствующие слоям.

Акустика помещений. Распространение звука в помещениях сложной формы моделируется с помо-
щью метода конечных элементов, учитывающего граничные условия (поглощение звука стенами).

Биомеханика. Вариационные методы применяются для расчёта деформации кровеносных сосудов
под действием давления, что важно при проектировании стендов.

Заключение. Краевые задачи математической физики требуют комбинированного использования
аналитическихичисленныхметодов. Аналитическиеподходы, такие какметод разделенияпеременных
и функция Грина, остаются актуальными для задач с симметрией и простыми граничными условия-
ми. Численные методы (МКЭ, МКР) доминируют в инженерных приложениях благодаря возможности
работы со сложной геометрией и нелинейными уравнениями. Вариационные методы и слабая форму-
лировка обеспечивают математическую строгость для дискретных моделей.
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