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Аннотация. В данной статье рассматриваются ключевые аспектыфункционального анализа, включая определение
и свойства банаховых и гильбертовых пространств, а также значимость линейных операторов и их спектров в
математическом анализе. Особое внимание уделяется применению теории операторов для поиска решений как
линейных, так и нелинейных дифференциальных уравнений, что подчеркивает практическую значимость данных
концепций в математической физике и инженерных науках. В статье также представлены примеры численных
методов, основанных на принципах функционального анализа, что иллюстрирует их эффективность при решении
сложных задач. Наконец, рассматривается использование функционального анализа в задачах оптимизации, что
открывает новые горизонты для практического применения в различных областях науки и техники.
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1. Введение. Функциональный анализ является одной из ключевых областей математики, изучаю-
щей свойства пространств функций и операторов, действующих на эти пространства. Благодаря своей
универсальности и мощным инструментам, функциональный анализ находит широкое применение в
различных областях науки и техники, включая физику, информатику, экономику и биомедицину.

Среди важнейших понятий функционального анализа выделяются банаховы и гильбертовы про-
странства. Эти пространства обеспечивают математическую основу для множества приложений, от
решения дифференциальных уравнений до изучения оптимизационных задач. Свойства этих про-
странств, такие как полнота и наличие скалярного произведения, позволяют исследовать вопросы
сходимости и непрерывности, создавая при этом необходимую структуру для анализа линейных опе-
раторов. Линейные операторы играют центральную роль в функциональном анализе, поскольку они
позволяют описывать взаимодействия между различными функциональными пространствами. Иссле-
дование спектров операторов открывает путь к пониманию их свойств и поведения, что имеет большое
значение при решении как линейных, так и нелинейных дифференциальных уравнений. Эти урав-
нения, в свою очередь, описывают широкий класс задач в естественных и технических науках, делая
понятия функционального анализа необходимыми для их решения.

Данная статья нацелена на систематическое изучение данных аспектов функционального анализа,
включая его основы, теорию операторов, методы его применения в дифференциальном исчислении и
оптимизации.

2. Определение и свойства метрических Банаховых и Гильбертовых пространств.
Метрические пространства.
Определение 1.1 Метрическим пространством называется множество 𝑋 с определенной на нем

функцией 𝑑 : 𝑋 ×𝑋 → R, называемой метрикой. Метрика 𝑑 (𝑥,𝑦) задает расстояние между элементами 𝑥
и 𝑦 из 𝑋 [1, 2, 4].

Неотрицательность: 𝑑 (𝑥,𝑦) ≥ 0 для любых 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 , причем 𝑑 (𝑥,𝑦) = 0 тогда и только тогда, когда
𝑥 = 𝑦.

Свойства:
Сходимость последовательностей. Последовательность {𝑥𝑛} в метрическом пространстве (𝑋,𝑑) схо-

дится к элементу 𝑥 ∈ 𝑋 , если 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞.
Открытые множества. Множество 𝑈 ⊆ 𝑋 называется открытым, если для любого 𝑥 ∈ 𝑈 существует

𝜀 > 0, такое что открытый шар 𝐵(𝑥, 𝜀) = 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑 (𝑥,𝑦) < 𝜀 целиком содержится в𝑈 .
Замкнутые множества. Множество 𝐹 ⊆ 𝑋 называется замкнутым, если его дополнение𝑋 \𝐹 является

открытым множеством.
Непрерывность отображений. Отображение 𝑓 : (𝑋,𝑑1) → (𝑌,𝑑2) называется непрерывным в точке

𝑥0 ∈ 𝑋 , если для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝛿 > 0, что 𝑑2 (𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥0)) < 𝜀 для всех 𝑥 ∈ 𝑋 таких, что
𝑑1 (𝑥, 𝑥0) < 𝛿 .

Примеры.

1. Множество вещественных чисел R. Метрика: 𝑑 (𝑥,𝑦) = |𝑥 − 𝑦 | (абсолютное значение разности).

2. Евклидово пространство R𝑛 . Метрика: 𝑑 (𝑥,𝑦) = |𝑥 − 𝑦 | =
√︁∑𝑛

𝑖=1 (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 )2 (евклидово расстояние).

3. Метрическое пространство с дискретной метрикой. Метрика: 𝑑 (𝑥,𝑦) = 0, если 𝑥 = 𝑦, и 𝑑 (𝑥,𝑦) = 1,
если 𝑥 ≠ 𝑦.
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4. Пространство непрерывных функций𝐶 [𝑎, 𝑏]. Метрика: 𝑑 (𝑓 , 𝑔) = max𝑥∈[𝑎,𝑏 ] |𝑓 (𝑥) −𝑔(𝑥) | (равномер-
ная метрика).

Банаховы пространства.
Определение 1.2 Банахово пространство – полное нормированное векторное пространство. Полнота

означает, что каждая последовательностьКоши в этомпространстве сходится к пределу, которыйтакже
принадлежит этому пространству. Формально, пусть𝑋 – векторное пространство над полем чисел 𝑅 или
𝐶 , и пусть на нем задана норма ∥ · ∥ : 𝑋 → [0, +∞). Тогда 𝑋 является банаховым пространством, если для
любой последовательности {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 , которая является последовательностью Коши, существует 𝑥 ∈ 𝑋
такое, что: lim

𝑛→∞
∥𝑥𝑛 − 𝑥 ∥ = 0 [1, 2, 4, 8, 10].

В банаховом пространстве определяется норма, которая выполняет свойства:
1. Положительная определенность: ∥𝑥 ∥ ≥ 0 и ∥𝑥 ∥ = 0 ⇔ 𝑥 = 0
2. Однородность: ∥𝛼𝑥 ∥ = |𝛼 | · ∥𝑥 ∥ для любого скаляра 𝛼 .
3. Неравенство треугольника: ∥𝑥 + 𝑦∥ ≤ ∥𝑥 ∥ + ∥𝑦∥ для любых 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 .
Примеры.

1. Пространство всех конечных последовательностей ℓ𝑝 (где ), где норма определяется как

∥𝑥 ∥𝑝 =

( ∞∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 |𝑝
)1/𝑝

.

2. Пространство непрерывных функций на компакте 𝐶 ( [𝑎, 𝑏]) [1, 4, 8, 10] с нормой

∥ 𝑓 ∥ = max
𝑥∈[𝑎,𝑏 ]

|𝑓 (𝑥) |.

Гильбертовы пространства.
Определение 1.3 Гильбертово пространство является частным случаем банахова пространства, в

котором дополнительно задано скалярное произведение. Это пространство также полно, что означает,
что каждая последовательность Коши сходится в этом пространстве. Пусть 𝐻 – векторное пространство
над полем 𝑅 или𝐶 с заданным скалярным произведением ⟨·, ·⟩ : 𝐻 ×𝐻 → 𝑅 или𝐶 . Тогда𝐻 – гильбертово
пространство, если выполняются следующие свойства [4, 8, 10]:

• Симметрия: ⟨𝑥,𝑦⟩ = ⟨𝑦−, 𝑥⟩.

• Линейность в первом аргументе: ⟨𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧⟩ = 𝛼 ⟨𝑥, 𝑧⟩ + 𝛽 ⟨𝑦, 𝑧⟩ для любых 𝑥,𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 и скаляров 𝛼, 𝛽

• Положительная определенность: ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0 с равенством, когда 𝑥 = 0.

Свойства: 1) Связь между нормой и скалярным произведением определяется как

∥𝑥 ∥ =
√︁
⟨𝑥, 𝑥⟩.

2) Два вектора 𝑥 и 𝑦 называются ортогональными, если ⟨𝑥,𝑦⟩ = 0.
Примеры.

1. Пространство 𝐿2 – пространство квадрируемых функций, где скалярное произведение определя-
ется как

⟨𝑓 , 𝑔⟩ =
𝑏∫

𝑎

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

2. Конечномерные евклидовы пространства 𝑅𝑛,𝐶𝑛 с традиционным скалярным произведением[4],
[8].

3. Роль линейных операторов и их спектры в анализе. Линейные операторы играют централь-
нуюроль в прикладномфункциональном анализе, поскольку онипредставляют собой основныеинстру-
менты для изучения различных математических моделей и приложений. В контексте бесконечномер-
ных пространств, которые часто возникают в физических и инженерных задачах, линейные операторы
помогают формализовать многие явления и процессы [1, 3, 5, 6].

1) Линейные операторы позволяют описывать динамические системы, где изменения состояния
системы пропорциональны текущему состоянию. Например, в механике и квантовой физике служат
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основой для формулировки уравнений, характеризующих эволюцию состояний. Уравнения, описываю-
щие динамику системы, как правило, линейны или могут быть линейными после некоторых преобра-
зований. Поэтому спектральный анализ линейных операторов становится важным инструментом для
понимания устойчивости этих систем и поиска решения уравнений [1, 2, 3, 6].

2) Спектр линейного оператора, который является множеством его собственных значений, предо-
ставляет важную информацию о свойствах оператора, таких как его поведение и взаимосвязь с про-
странством. Например, в спектральной теории изучение спектра позволяет определить, существует ли
основание для разложения пространства на собственные состояния оператора, что имеет решающее
значение для решения уравнений, подобных уравнению Шрёдингера в квантовой механике [2, 3, 6, 7].

3) Спектральные свойства линейных операторов позволяют решать прикладные задачи, связанные с
обработкой сигналов, теорией управления и другими направлениями. В задачах управления, например,
спектральный анализ используется для изучения характеристик замкнутых систем и влияния на их
устойчивость. Он позволяет строить регуляторы и проектировать системы, которые отвечают заданным
требованиям по производительности и надежности [2, 3, 6, 7].

4) Аспекты устойчивости и сходимости операторов можно изучать с помощью теорий функци-
ональных пространств. Линейные операторы между различными пространствами, такими как про-
странствами Банаха и Гильберта, открывают новые горизонты для исследования численных методов и
теоретических основ. Это связано с тем, что свойства операторов, такие как непрерывность и компакт-
ность, напрямую влияют на то, как мы можем подходить к решению задач, моделей и уравнений в
практических применениях [2, 3, 6, 7].

4. Применение теории операторов для нахождения решений линейных и нелинейных диф-
ференциальных уравнений. Теория операторов является мощным инструментом в анализе и ре-
шении как линейных, так и нелинейных дифференциальных уравнений. В этом контексте операторы
рассматриваются какфункции, преобразующиефункции вфункции, что позволяет формулировать и ре-
шать уравнения в функциональных пространствах. Основные аспекты применения теории операторов
к дифференциальным уравнениям можно рассмотреть следующим образом:

1) Линейные дифференциальные уравнения можно записать в виде 𝐿[𝑦] = 𝑓 (𝑥), где 𝐿 – линейный
дифференциальный оператор, 𝑦 – искомая функция, и 𝑓 (𝑥) – заданная функция [5, 6].

Операторы и свойства линейности. Пусть 𝐿 является оператором, имеющим вид

𝐿[𝑦] = 𝑎𝑛 (𝑥)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1 (𝑥)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1 + . . . + 𝑎0 (𝑥)𝑦,

где 𝑎𝑖 (𝑥) – функции, зависящие от 𝑥 . Линейность оператора означает, что:

𝐿 [𝛼𝑦1 + 𝛽𝑦2] = 𝛼𝐿 [𝑦1] + 𝛽𝐿 [𝑦2]

для любых функций 𝑦1, 𝑦2 и скаляров 𝛼, 𝛽[5, 6].
Применение теоремы о наличии решений. Если 𝐿 является обычным производным оператором, об-

ладающим свойствами непрерывности и линейности, это позволяет применять результаты теории
операторов:

1. Существование и единственность решений: Для уравнения 𝐿[𝑦] = 𝑓 (𝑥) с заданными краевыми
условиями существует решение только при определённых условиях на оператор 𝐿 и функции 𝑓 [5, 6].

2. Задача о собственных значениях: Исследование спектра оператора может дать информацию о
решении уравнения 𝐿[𝑦] = 𝜆𝑦, где 𝜆− собственные значения, а 𝑦 - собственные функции, что может
привести к получению общего решения для неоднородных уравнений через метод вариации произ-
вольных постоянных [5, 6, 9].

Метод Фурье и преобразование Лапласа. Операторы также используются в контексте интегральных
преобразований, таких как преобразования Фурье и Лапласа, для нахождения решений линейных диф-
ференциальных уравнений:

𝐿 {𝑦′ (𝑡)} = 𝑠𝑌 (𝑠) − 𝑦 (0),
где 𝐿 – оператор преобразования Лапласа, 𝑌 (𝑠) – преобразование 𝑦 (𝑡) в частотной области [5].

Нелинейные дифференциальные уравнения. К решению нелинейных дифференциальных уравнений
применяются методы, основывающиеся на теории операторов, но они требуют более сложных техник,
поскольку линейные свойства не соблюдаются [6, 9].

1) Итерационные методы:
Метод фиксированных точек. Исследование операторов, преобразующих значением, может быть

выполнено с использованием принципа Банаха о фиксированных точках для нахождения решений
уравнений вида 𝑇 [𝑦] = 𝑦[6].

Метод последовательностей. Построение последовательности, где каждое последующее значение
получается применением оператора к предыдущему, может сходиться к решению нелинейного урав-
нения [6, 9].
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2) Редукция к линейным уравнениям. Во многих случаях нелинейные уравнения могут быть разло-
жены или аппроксимированы к линейным с использованием: линейных операторов, действующих на
малые возмущения (линейная аппроксимация); разложения в ряд, таких как ряд Тейлора. Это позволяет
применять методы решения линейных уравнений к нелинейным [6].

5. Примеры численных методов на основе функционального анализа.
1) Метод конечных элементов (МКЭ). Метод конечных элементов является мощным инструментом

для численного решения дифференциальных уравнений в частных производных (ПДП). Он основыва-
ется на разложении области на мелкие подмножества (конечные элементы) и использовании функций
принадлежащих определённому функциональному пространству (обычно пространству многочленов)
[2, 6].

Применение: Функциональная форма. ПДП сводится к решению вариационных задач. Например,
рассматриваем уравнение Пуассона:

−Δ𝑢 = 𝑓

в области Ω, 𝑢 = 0 на границе 𝜕Ω.
Вариационная формулировка. Ищем 𝑢 в виде минимизации функционала 𝐽 (𝑢) :

𝐽 (𝑢) = 1
2

∫
Ω
|∇𝑢 |2𝑑𝑥 −

∫
Ω
𝑓 𝑢𝑑𝑥,

что позволяет воспользоваться теорией операторов для нахождения решения.
2) Метод спектральных элементов объединяет подходы спектрального метода и метода конечных

элементов. Он ориентирован на использование глобальных базисов функций, таких как многочлены
Чебышева или Фурье, для представления решения [2, 6, 8] Применение: Спектральная форма. Например,
для уравнения теплопроводности:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜅Δ𝑢,

применяется разложение по базису (например, многочленыЧебышева). Управление функциональными
пространствами позволяет обеспечить высокую скорость сходимости метода.

3) Метод итераций Барьера. Этот метод используется для решения задач оптимизации, в которых
целевая функция и ограничения описываются функциональными пространствами. Применение: Форма
задачи. Максимизировать функционал 𝐹 (𝑥) при условии, что 𝑔𝑖 (𝑥) ≤ 0 (ограничения). Итеративный
процесс. Для каждой итерации вводится барьерная функция:

𝐹𝜇 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) −
∑︁
𝑖

1
𝜇

ln (−𝑔𝑖 (𝑥))

4) Метод Нестационарных и простых функций. Методы, построенные на замене сложных опера-
торов простыми операторами по принципам функционального анализа, используют элементы перио-
дической функции, что позволяет разрабатывать алгоритмы решения задача численной интеграции и
вычисления функционалов [8].

Применение: к линейным операторам.Например, для численного решения интегрального уравнения
вида

𝑢 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝜆
∫
𝐾

𝐾 (𝑥,𝑦)𝑢 (𝑦)𝑑𝑦.

В этом случае используется разложение𝑢 (𝑥) в пространство функций, чтобы разрешить интеграл в виде
простой суммы[8].

5) Метод Рунге – Кутты в функциональном анализе. Модернизированные версии методов Рунге –
Кутты могут использовать ячейку в функциональных пространствах для достижения более высоких
кривых сходимости[2, 8].

Применение: Вариационная формулировка. Для задачи Коши:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓 (𝑡, 𝑦), 𝑦 (𝑡0) = 𝑦0

используются пространства Лебега, что обеспечивает изучение условий задачи о существовании и
единственности решения с помощью теоремы о липшицевых функциях [2, 8].

6. Использование функционального анализа в задачах оптимизации.
1) Формулировка задач оптимизации. Пусть у нас есть функционал 𝐹 : 𝑋 → 𝑅, где 𝑋 - это функци-

ональное пространство, например, пространство непрерывных функций или пространство квадрируе-
мых функций. Задача оптимизации обычно задается как: min𝑥∈𝑋 𝐹 (𝑥) при условиях 𝑔𝑖 (𝑥) ≤ 0, 𝑖 =

1, . . . ,𝑚, где 𝑔𝑖 : 𝑋 → 𝑅 – это ограничивающие функции [3, 7].
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2 ) Теоремы о существовании и единственности решения. Одним из основных направлений функ-
ционального анализа является изучение условий, при которых задачи оптимизации имеют решения
Используются следующие ключевые теоремы: теорема о минимуме. Если функционал 𝐹 (𝑥) существу-
ет и является непрерывным и полным в замкнутом и ограниченном подмножестве функционального
пространства, то он достигает минимума [3, 7]. Теорема о единственности: Если функционал 𝐹 является
строго выпуклым, то минимум решается единственным образом.

3 ) Законы Лагранжа. В задачах оптимизации с ограничениями часто используется метод множи-
телей Лагранжа. Это позволяет трансформировать ограниченные задачи в неопределённые. Если у нас
есть ограничение𝑔(𝑥) = 0, мыформируем лагранжиан: (𝑥, 𝜆) = 𝐹 (𝑥)+𝜆𝑔(𝑥), где 𝜆 –множителиЛагранжа.
Для нахождения стационарных точек мы используем условие: ∇𝑥𝐿(𝑥, 𝜆) = 0, 𝑔(𝑥) = 0.

4) Закрытые и открытые множества. Рассмотрим, например, задачу минимизации функционала
𝐹 (𝑥) с ограничениями в открытом (или закрытом) множестве. Использование свойств этих множеств
важно для анализа сходимости методов численного решения. Например, если множество ограничено
и замкнуто то оно является компактным, и это свойство может быть использовано для доказательства
существования минимума[3, 7].

5 ) Оценка градиента и кривизны. Функциональный анализ также позволяет оценивать градиенты
и кривизну функционалов, что имеет огромное значение для сходимости градиентных методов. Если
𝐹 является дифференцируемой и имеет конечный градиент, то условия оптимальности могут быть
выражены через нулевые значения градиента: ∇𝐹 (𝑥∗) = 0, где 𝑥∗ – точка минимума [3, 7].

7. Заключение Функциональный анализ, как важная ветвь математики, играет неоценимую роль
в понимании и решении современных научных и инженерных задач. В ходе нашего исследования
мы рассмотрели ключевые концепции и теоремы, которые формируют основу этой области, включая
банаховы и гильбертовы пространства, свойства линейных операторов и их спектров.

Также важно отметить, что функциональный анализ находит применение в различных дисципли-
нах, таких как квантовая механика, теория управления, оптимизация и обработка сигналов. Расширение
его инструментов и методов обеспечивает решения сложных задач, с которыми сталкиваются исследо-
вателииинженеры.Инновационныеподходы, базирующиеся на принципахфункционального анализа,
способствуют развитию новых технологий и методов, существенно влияя на прогресс науки.

Таким образом, функциональный анализ предлагает мощный набор инструментов, позволяющих
моделировать и решать реальные проблемы, с которыми мы сталкиваемся в нашей жизни. Углубление
в эту область и дальнейшие исследования помогут не только в развитии самой науки, но и в создании
эффективных решений, способных преобразовывать теоретические идеи в практические достижения.

Список литературы

1. Балакришнан А. В. 1980, Прикладной функциональный анализ. М., Наука, 320.
2. Вулих Б. З. 1967, Введение в функциональный анализ. М., Наука, 250.
3. Канторович Л. В., Акилов Г. П. 1984, Функциональный анализ. М., Наука, 400.
4. Коллатц Л. 1969, Функциональный анализ и вычислительная математика. М., Наука, 290.
5. Колмогоров А. Н., Фомин С. В. 1976, Элементы теории функций и функционального анализа. М., Наука, 360.
6. Люстерник Л. А., Соболев В. И. 1965, Элементы функционального анализа. М., Наука, 280.
7. Плещинский Н. Б. 2018, Прикладной функциональный анализ. М., Наука, 400.
8. Рисс Ф., Секефальви-Надь Б. 1979, Лекции по функциональному анализу. М., Наука, 220.
9. Соболев С. Л. 1988, Некоторые применения функционального анализа в математической физике. М., Наука,

330.
10. Хатсон В., Пим Дж. С. 1983, Приложения функционального анализа и теории операторов. М., Наука, 480.

Поступила в редакцию 25.01.2025

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ
Стрельцов Владислав Вадимович – магистрант 1-го года обучения, Белгородский государственный националь-
ный исследовательский университет

РУКОВОДИТЕЛЬ
Чернова Ольга Викторовна – кандидат физико-математических наук, доцент, доцент кафедры прикладной ма-
тематики и компьютерного моделирования, Белгородский государственный национальный исследовательский
университет

Chernova_Olga@bsuedu.ru

К содержанию

Студенческий журнал по математике и её приложениям, 2025, Том 4, № 1


