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Аннотация. В данной статье исследуется применение цилиндрических функций, при решении задач математиче-
ской физики. Основной целью статьи было решить конкретную задачу на колебания круглой мембраны, в которой
возникают цилиндрические функции. Для этого в статье были освещены основные определения и свойства цилин-
дрических функций, подчеркивая их значение в решении уравнений математической физики.
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1. Введение. В современной математической физике цилиндрические функции играют важную роль при ре-
шении широкого спектра задач, связанных с физическими явлениями. А именно, в задачах о колебаниях круглой
мембраны, при решении уравнения Максвелла для описания распространения электромагнитных волн в цилин-
дрических средах, таких как коаксиальные кабели или антенны. Также для моделирования распространения звуко-
вых волн в цилиндрических средах, например, в трубах или резонаторах, еще цилиндрические функции помогают
решать уравнения теплопроводности в цилиндрических системах, например, при изучении теплопередачи через
цилиндрические структуры.

Их свойства и применение в различных областях науки делают их неотъемлемой частью математического
аппарата. Новые открытия в этой области связаны с именами Ю. В. Кафтановой [4], А. Н. Боголюбова [1], В. С.
Владимирова [3].

2. ФункцииБесселя иНеймана.При решении уравнений в частных производных, которые содержат оператор
Лапласа в цилиндрических координатах, методом Фурье возникают функции, которые называются цилиндриче-
скими.

В книге [5] приводится пример характерной задачи, приводящей к цилиндрическим функциям:

Δ𝑢 + 𝑘2𝑢 = 0, Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦,

вне или внутри круга (вне или внутри цилиндра в случае трех независимых переменных). Введем полярные
координаты, преобразуем уравнение к виду:
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𝜕𝜑2 + 𝑘2𝑢 = 0.

Положим 𝑢 = 𝑅(𝑟 )Φ(𝜑) и разделяя переменные в уравнение выше, получаем:
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где 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Тогда имеем два уравнения:

1
𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(
𝑟
𝑑𝑅

𝑑𝑟

)
+

(
𝑘2 − 𝜆

𝑟2

)
𝑅 = 0 (1)

и
Φ′′ + 𝜆Φ = 0, (2)

решение уравнения (2) мы знаем из курса обыкновенных дифференциальных уравнений:

Φ = 𝐶1 cos(
√
𝜆𝜑) +𝐶2 sin(

√
𝜆𝜑),

условие периодичности для Φ(𝜑) дает 𝜆 = 𝑣2, где 𝑣 – целое число. Положим, в уравнении (1) что 𝑥 = 𝑘𝑟 , мы получим
уравнение вида:

1
𝑥

𝑑

𝑑𝑥

(
𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥

)
+

(
1 − 𝑣2

𝑥2

)
𝑦 = 0, 𝑅 = 𝑦 (𝑘𝑟 ) или 𝑦′′ + 1

𝑥
𝑦′ + (𝑥2 − 𝑣2)𝑦 = 0.

В [2] доказывается, что это уравнение решения которого, не может быть выражены в виде элементарных
функций. Разберем как его решать.
Определение 1.1. Уравнение вида:

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + (𝑥2 − 𝑣2)𝑦 = 0, ℜ𝑣 ≥ 0 (3)

называется уравнением Бесселя индекса 𝑣 [4].
Общим решением уравнения является функция: 𝑦 (𝑥) = 𝐶1𝑦1 (𝑥) +𝐶2𝑦2 (𝑥).
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Знаем, что фундаментальной системой решением этого линейного уравнения второго порядка относительно
𝑦 является система двух линейно независимых решений, то есть для неких функций 𝑦1 (𝑥) и 𝑦2 (𝑥) определитель
Вронского отличен от нуля для любых 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) [1].
Теорема 1.1. Частное решение уравнения (3), существует и оно задано равномерно сходящимся рядом

𝑦 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

2𝑣Γ(𝑣 + 1)𝐶0
𝑘!Γ(𝑣 + 1 + 𝑘)

(𝑥
2

)2𝑘+𝑣
, 𝐶0 ≠ 0. (4)

Доказательство. Будем искать решение уравнения в виде обобщенно степенного ряда

𝑦 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑥
𝑘+𝜎 , (5)

где 𝜎 – некоторое число, а 𝐶𝑘 – некоторые неизвестные постоянные, причем 𝐶0 ≠ 0. Тогда

𝑥𝑦′ (𝑥) = 𝐶0𝜎𝑥
𝜎 +𝐶1 (𝜎 + 1)𝑥𝜎+1 +

∞∑︁
𝑘=2

𝐶𝑘 (𝑘 + 𝜎)𝑥𝑘+𝜎 ,

𝑥2𝑦′′ (𝑥) = 𝐶0𝜎 (𝜎 − 1)𝑥𝜎 +𝐶1 (𝜎 + 1)𝜎𝑥𝜎+1

+
∞∑︁
𝑘=2

𝐶𝑘 (𝑘 + 𝜎) (𝑘 + 𝜎 − 1)𝑥𝑘+𝜎 , (6)

𝑥2𝑦 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛𝑥
𝑛+𝜎+2 =

∞∑︁
𝑘=2

𝐶𝑘−2𝑥
𝑘+𝜎.

Подставим (5) и (6) в (3), получаем:

[𝜎 (𝜎 − 1) + 𝜎 − 𝑣2]𝑥𝜎𝐶0+
+[𝜎 (𝜎 + 1) + (𝜎 + 1) − 𝑣2]𝑥𝜎+1𝐶1+

+𝑥𝜎
∞∑︁
𝑘=2

{[(𝑘 + 𝜎) (𝑘 + 𝜎 − 1)+(𝑘 + 𝜎) − 𝑣2]𝐶𝑘 +𝐶𝑘−2}𝑥𝑘 = 0

Прировняем коэффициенты при одинаковых степенях 𝑥 , получаем:

𝐶0 [𝜎2 − 𝑣2] = 0, 𝑥𝜎 ,

𝐶1 [(𝜎 + 1)2 − 𝑣2] = 0, 𝑥𝜎+1,

𝐶2 [(𝜎 + 2)2 − 𝑣2] +𝐶0 = 0, 𝑥𝜎+2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

𝐶𝑘 [(𝜎 + 𝑘)2 − 𝑣2] +𝐶𝑘−2 = 0, 𝑥𝜎+𝑘 , 𝑘 > 2.

Так как 𝐶0 ≠ 0, то из первого уравнения находим 𝜎 = ±𝑣 .
Допустим 𝜎 = 𝑣 . Тогда из второго равенства имеем 𝐶1 = 0 ⇒

𝐶𝑘 = − 𝐶𝑘−2
(𝑘 + 𝑣)2 − 𝑣2 = − 𝐶𝑘−2

𝑘 (2𝑣 + 𝑘) ,

то есть, если у нас 𝑘 нечетное (𝑘 = 2𝑙 + 1), все 𝐶2𝑙+1 = 0, если же 𝑘 = 2𝑙 , то есть четное, то

𝐶2𝑙 = −
𝐶2(𝑙−1)

22 (𝑣 + 𝑙)𝑙
,

или

𝐶2 = − 𝐶0
22 (𝑣 + 1)1

;

𝐶4 = − 𝐶2
22 (𝑣 + 2)2

=
𝐶0

24 (𝑣 + 1) (𝑣 + 2)2!
;

.

.

.

𝐶2𝑙 = (−1)𝑙 𝐶0

22𝑙 𝑙 !(𝑣 + 1) (𝑣 + 2) · · · (𝑣 + 𝑙)
.

Зная, что:
𝑧Γ(𝑧) = Γ(𝑧 + 1), 𝑛! = Γ(𝑛 + 1),

1
(𝑣 + 1) (𝑣 + 2) · · · (𝑣 + 𝑙) =

Γ(𝑣 + 1)
Γ(𝑙 + 𝑣 + 1)
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получаем

𝐶2𝑙 = (−1)𝑙 Γ(𝑣 + 1)𝐶0

𝑙 !22𝑙 Γ(𝑙 + 𝑣 + 1)
,

и решением уравнения (3) будет ряд:

𝑦 (𝑥) =
∞∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙 2𝑣Γ(𝑣 + 1)𝐶0
𝑙 !Γ(𝑙 + 𝑣 + 1)

(𝑥
2

)2𝑙+𝑣
.

Теперь докажем равномерную сходимость, по признаку Даламбера:

𝑎𝑘+1
𝑎𝑘

=
2𝑣Γ(𝑣 + 1)𝐶0

(𝑘 + 1)!Γ(𝑣 + 1 + 𝑘 + 1)

(𝑥
2

)2(𝑘+1)+𝑣
÷ 2𝑣Γ(𝑣 + 1)𝐶0
𝑘!Γ(𝑣 + 1 + 𝑘)

(𝑥
2

)2𝑘+𝑣
=

=

(
𝑥

2
2
)

1
(𝑘 + 1) (𝑣 + 𝑘 + 1) .

Теперь рассмотрим предел отношения соседних членов при 𝑘 → ∞:

lim
𝑘→∞

����(𝑥2 )2 1
(𝑘 + 1) (𝑣 + 𝑘 + 1)

���� = 0.

Поскольку предел отношения соседних членов ряда равен 0, то по признаку Даламбера ряд сходится равномерно
для всех значений 𝑣 и 𝑥 .
Определение 1.2. Если в качестве 𝐶0 в (4) взять число 𝐶0 =

1
2𝑣Γ(𝑣 + 1) , то получится функция

𝐽𝑣 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 1
𝑘!Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)

(𝑥
2

)2𝑘+𝑣
, (7)

которая называется функцией Бесселя порядка 𝑣 , 𝑥 – независимая переменная [4].
Следствие. Так как уравнение не меняется при замене 𝑣 на −𝑣 , то функция 𝐽−𝑣 (𝑥) также является решением
уравнения (3).
Определение 1.3. Функция вида:

𝑁𝑣 (𝑥) =
𝐽𝑣 (𝑥) cos𝜋𝑣 − 𝐽−𝑣 (𝑥)

sin𝜋𝑣
(8)

называется функцией Неймана.
Очевидно, что эта функция является решением уравнения (3), так как представляет собой линейную комбина-

цию частных решений 𝐽𝑣 и 𝐽−𝑣 [1].
3. Линейная независимость функций Бесселя и Неймана. Существует предел

𝑁𝑛 (𝑥) = lim
𝑣→𝑛

𝑁𝑣 (𝑥) =
2
𝜋

(
𝛾 + ln

𝑥

2

)
𝐽𝑛 (𝑥) −

1
𝜋

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(𝑛 − 𝑘 − 1)!
𝑘!

(𝑥
2

)−𝑛+2𝑘
−

− 1
𝜋

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝑘!(𝑘 + 𝑛)!

(𝑥
2

)𝑛+2𝑘
{
𝑘+𝑛∑︁
𝑚=1

1
𝑚

+
𝑘∑︁

𝑚=1

1
𝑚

}
где 𝛾 - постоянная Эйлера, доказательство этого утверждения приводится в [2].
Теорема 1.2. Функция 𝐽𝑣 (𝑥) и 𝑁𝑣 (𝑥) линейно независимы при любом 𝑣 .

Доказательсво. Покажем, что определитель Вронского для этих функций не равен 0.

𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝑁𝑣 (𝑥)] =
���� 𝐽𝑣 (𝑥) 𝑁𝑣 (𝑥)
𝐽 ′𝑣 (𝑥) 𝑁 ′

𝑣 (𝑥)

���� =
�������
𝐽𝑣 (𝑥)

𝐽𝑣 (𝑥) cos𝜋𝑣 − 𝐽−𝑣 (𝑥)
sin𝜋𝑣

𝐽 ′𝑣 (𝑥)
𝐽 ′𝑣 (𝑥) cos𝜋𝑣 − 𝐽 ′−𝑣 (𝑥)

sin𝜋𝑣

������� =
=

cos𝜋𝑣
sin𝜋𝑣

���� 𝐽𝑣 (𝑥) 𝐽𝑣 (𝑥)
𝐽 ′𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥)

���� − 1
sin𝜋𝑣

���� 𝐽𝑣 (𝑥) 𝐽−𝑣 (𝑥)
𝐽 ′𝑣 (𝑥) 𝐽 ′−𝑣 (𝑥)

���� = − 1
sin𝜋𝑣

𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝐽−𝑣 (𝑥)] .

Посчитаем определитель Вронского𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝐽−𝑣 (𝑥)]

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥 𝐽 ′𝑣 (𝑥)] +

(
𝑥 − 𝑣2

𝑥

)
𝐽𝑣 (𝑥) = 0,

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥 𝐽 ′−𝑣 (𝑥)] +

(
𝑥 − 𝑣2

𝑥

)
𝐽−𝑣 (𝑥) = 0.

Домножим первое и второе уравнение на 𝐽−𝑣 (𝑥) и 𝐽𝑣 (𝑥) соотвественно, затем вычтем из второго первое. Имеем

𝐽−𝑣 (𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
[𝑥 𝐽 ′𝑣 (𝑥)] − 𝐽𝑣 (𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥 𝐽 ′−𝑣 (𝑥)] + 𝑥 𝐽 ′−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥) − 𝑥 𝐽 ′𝑣 (𝑥) 𝐽 ′−𝑣 (𝑥) =

=
𝑑

𝑑𝑥
{𝑥 [𝐽−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥) − 𝐽 ′−𝑣 (𝑥) 𝐽𝑣 (𝑥)]} = − 𝑑

𝑑𝑥
{𝑥𝑊 [𝐽−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥)]} = 0,
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отсюда получаем, что 𝑥𝑊 [𝐽−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥)] = 𝐶. В пределе при 𝑥 → 0 можно определить константу 𝐶:

𝐶 = lim
𝑥→0

𝑥𝑊 [𝐽−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥)] = lim
𝑥→0

[𝑥 𝐽 ′−𝑣 (𝑥) 𝐽𝑣 (𝑥) − 𝑥 𝐽−𝑣 (𝑥) 𝐽 ′𝑣 (𝑥)] .

Выпишем чему равно соотношение 𝑥 𝐽 ′𝑣 (𝑥):

𝑥 𝐽 ′𝑣 (𝑥) =
∞∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙 2𝑙 + 𝑣
𝑙 !Γ(𝑣 + 𝑙 + 1)

(𝑥
2

)2𝑙+𝑣
,

с учетом этого, перепишем наш предел, получили

𝐶 = lim
𝑥→0

{ ∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙+𝑘 2(𝑙 − 𝑣)
𝑘!Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)𝑙 !Γ(−𝑣 + 𝑙 + 1)

(𝑥
2

)2𝑘+2𝑙
−

−
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙+𝑘 2(𝑘 + 𝑣)
𝑘!Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)𝑙 !Γ(−𝑣 + 𝑙 + 1)

(𝑥
2

)2𝑘+2𝑙
}
.

Отличны от нуля только слагаемые с 𝑘 = 𝑙 = 0, поэтому

𝐶 =
−𝑣

Γ(1 + 𝑣)Γ(−𝑣 + 1) −
−𝑣

Γ(1 + 𝑣)Γ(−𝑣 + 1) = − 2𝑣
𝑣Γ(𝑣)Γ(−𝑣 + 1) =

= − 2
𝜋

sin𝜋𝑣,

последнее получили из свойства Гаммы функции:

Γ(𝑣)Γ(1 − 𝑣) = 𝜋

sin𝜋𝑣
.

Таким образом, так как 𝐶 = − 2
𝜋

sin𝜋𝑣 , то

𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝐽−𝑣 (𝑥)] = − 2
𝜋𝑥

sin𝜋𝑣,

итого имеем:
𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝑁𝑣 (𝑥)] = − 1

sin𝜋𝑣
𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝐽−𝑣 (𝑥)] = − 1

sin𝜋𝑣

(
− 2
𝜋𝑥

)
sin𝜋𝑣,

значит:
𝑊 [𝐽𝑣 (𝑥), 𝑁𝑣 (𝑥)] =

2
𝜋𝑥

.

Мы получили формулу для нецелых 𝑣 , но в силу существования предела lim
𝑣→𝑛

𝑁𝑣 (𝑥), мы можем распространить и
на целые числа. Теорема доказана [2].
Следствие.Функции 𝐽𝑣 (𝑥) и𝑁𝑣 (𝑥) образуютфундаментальную систему решений уравнений Бесселя при любом индексе
𝑣 . Общее решение выглядит следующим образом

𝑦 (𝑥) = 𝐶1 𝐽𝑣 (𝑥) +𝐶2𝑁𝑣 (𝑥). (9)

3. Нули функции Бесселя и Неймана. Поговорим подробнее, о корнях функции Бесселя, мы уже замечали
по графику, что их бесконечное множество, докажем наше предположение, мы будем рассматривать случай когда
𝑣 > −1 и оно вещественное.
Теорема 1.3. Функция Бесселя, в таком случае имеет только вещственные корни, то есть если

𝐽𝑣 (𝜇𝑣𝑘 ) = 0, (𝜇𝑣
𝑘
)∗ = 𝜇𝑣

𝑘

Доказательство(метод от противного). По определению:

𝐽𝑣 (𝑧) =
(𝑧

2

)𝑣 ∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 1
𝑘!Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)

(𝑧
2

)2𝑘
.

Пусть, корни чисто мнимые, то есть 𝑧 = 𝑖𝑡 . Тогда

𝐽𝑣 (𝑖𝑡) =
(
𝑖

2

)𝑣
𝑡𝑣

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 1
𝑘!Γ(𝑣 + 𝑘 + 1)

( 𝑡
2

)2𝑘
,

где под знаком суммы содержатся только положительные слагаемые. Следовательно, 𝐽𝑣 (𝑖𝑡) ≠ 0 при вещественных
𝑡 , отличных от нуля. Получается функция 𝐽𝑣 (𝑧) не имеет чисто мнимых корней.

Теперь, пусть 𝜇 = 𝑥 + 𝑖𝑦 – комплексный корень уравнения, которое нам дано в теореме 𝐽𝑣 (𝜇) = 0 и 𝑥 ≠ 0. Так
как функция Бесселя разлагается в степенной ряд с вещественными коэффициентами, то 𝜇∗ – также корень этого
уравнения. По интегралу (1.27), положим 𝛼 = 𝜇, 𝛽 = 𝜇∗:

𝜁∫
0

𝑧𝐽𝑣 (𝜇𝑧) 𝐽𝑣 (𝜇∗𝑧)𝑑𝑧 =
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=
𝜁

𝜇2 − (𝜇∗)2 [𝜇
∗ 𝐽𝑣 (𝜇𝜁 ) 𝐽 ′𝑣 (𝜇∗𝜁 ) − 𝜇𝐽𝑣 (𝜇∗𝜁 ) 𝐽 ′𝑣 (𝜇𝜁 )],

пусть 𝜁 = 1, тогда так как 𝐽𝑣 (𝜇) = 𝐽𝑣 (𝜇∗) = 0, имеем:

1∫
0

𝑧𝐽𝑣 (𝜇𝑧) 𝐽𝑣 (𝜇∗𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Но так как 𝐽𝑣 (𝜇∗𝜁 ) = [𝐽𝑣 (𝜇𝜁 )]∗, то

1∫
0

𝑧𝐽𝑣 (𝜇𝑧) 𝐽𝑣 (𝜇∗𝑧)𝑑𝑧 =
1∫

0

𝑧 |𝐽𝑣 (𝜇𝑧) |2𝑑𝑧 > 0.

Получили противоречие. Которое показывает, что функция 𝐽𝑣 (𝑧), не имеет комплексных корней при 𝑣 > −1 [3].

Для доказательства следующей теоремы нам необходимо, показать что функция 𝑦 (𝑥) = 𝐴
√
𝑥

cos(𝑥 + 𝜑), где 𝐴 и

𝜑 – произвольные постоянные является асимптотическим с точностью до 𝑂 (𝑥−3/2), 𝑥 → ∞, решением уравнения
Бесселя при любом 𝑣 . Рассматривая уравнение (3) и делая в нем замену 𝑥 = 𝜀𝑡 , 𝑡 ∈ [0, 1]. Тогда при 𝑥 → ∞, параметр
𝜀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 также будет стремится к бесконечности. Уравнение (3) в новых переменных примет вид:

1
𝜀2𝑦

′′ + 1
𝜀2𝑡

𝑦′ +
(
1 − 𝑣2

𝜀2𝑡2

)
𝑦 = 0,

𝑦 – дифференцируется по 𝑡 . Решение будем искать в виде:

𝑦 (𝑡, 𝜀) = 𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) 𝑓 (𝑡, 𝜀),

функция𝑓 (𝑡, 𝜀) зависит от параметра 𝜔 =
1
𝜀
регулярно, то есть

𝑓 (𝑡, 𝜀) = 𝑓0 (𝑡) +
1
𝜀
𝑓1 (𝑡) +

1
𝜀2 𝑓2 (𝑡) + · · · ,

а 𝑓𝑘 (𝑡), 𝑘 = 0,∞, от 𝜖 не зависят. найдем производые этого выражения 𝑦 (𝑡, 𝜖) = 𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) 𝑓 (𝑡, 𝜖):

𝑦′ (𝑡, 𝜀) = 𝑓 ′ (𝑡, 𝜀)𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) + 𝑖𝜀𝑆 ′ (𝑡) 𝑓 (𝑡, 𝜀)𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) ,

𝑦′′ (𝑡, 𝜀) = 𝑓 ′′ (𝑡, 𝜀)𝑒𝑖𝜖𝑆 (𝑡 ) + 2𝑖𝜀𝑆 ′ (𝑡) 𝑓 ′ (𝑡, 𝜀)𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) − 𝜀2 (𝑆 ′ (𝑡))2 𝑓 (𝑡, 𝜀)𝑒𝑖𝜀𝑆 (𝑡 ) .
Подставим это в уравнение:{

[−𝑆 ′2 + 1] 𝑓 + 1
𝜀

[
2𝑖 𝑓 ′𝑆 ′ + 𝑖

𝑡
𝑓 𝑆 ′

]
+ 1
𝜀2

[
𝑓 ′′ + 1

𝑡
𝑓 ′ − 𝑣2

𝑡2
𝑓

]}
𝑒𝑖𝜀𝑆 = 0.

Подставим разложение 𝑓 (𝑡, 𝜀) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях
1
𝜀
. Получим:

𝜀0

𝜀−1

· · ·

�������
1 − 𝑆 ′2 = 0

2𝑓 ′0 + 1
𝑡
𝑓0 = 0

· · · · · · · · · · · · · ·

Из уравнений находим, что

𝑆 (𝑡) = ±𝑡 𝑓0 (𝑡) =
𝐶
√
𝑡
.

Значит, функция

𝑦 (𝑡, 𝜀) = 𝐶±√
𝑡

exp(±𝑖𝜀𝑡)

является асимптотическим с точностью до𝑂 (1/𝜀) решением уравнения
1
𝜀2𝑦

′′+ 1
𝜀2𝑡

𝑦′+
(
1 − 𝑣2

𝜀2𝑡2

)
𝑦 = 0, это уравнение

является линейным дифференциальным уравнением второго порядка с вещественными коэффициентами. Значит
действительная и мнимая части его решений – также решения этого уравнения. То есть получили, что функция
вида:

𝑦 (𝑡, 𝜀) = 𝐶1√
𝑡

cos 𝜀𝑡 + 𝐶2√
𝑡

sin 𝜀𝑡,

также асимптотическое решение этого уарвнения. Положив

𝐶1 =
𝐴
√
𝜀

cos𝜑 𝐶2 =
𝐴
√
𝜀

sin𝜑

и вернувшись к исходным переменным, получим что и хотели показать.
Теорема 1.4. Уравнение 𝐽𝑣 (𝑧) = 0 имеет бесконечное множество решений.
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Доказательство. Так как функция Бесселя 𝐽𝑣 (𝑥) является решением уравнения (3) и как мы выяснили выше, что
при 𝑥 → ∞ функция вида

𝑦 (𝑥) = 𝐴
√
𝑥

cos(𝑥 + 𝜑),

тоже является решением уравнения (3), то допускается следующее асимптотическое представление функции Бес-
селя [2]:

𝑦 (𝑥) = 𝐴
√
𝑥

cos(𝑥 + 𝜑),

где 𝐴 =
√︁

2/𝜋 , 𝜑 = −𝜋𝑣/2, а cos(𝑥) имеет бесконечное число нулей. Значит 𝐽𝑣 (𝑥) также имеет бесконечное число
нулей.

Функция Неймана обращается в бесконечность при 𝑥 = 0. Так как одно из решений непременно обязано
расходиться в нуле, поскольку вронскиан этого уравнения, по формуле Лиувилля-Остроградского, с точностью до

произвольной постоянной равен
1
𝑥
[1].

4. Разложение в ряд Фурье-Бесселя. Во время решения различных прикладных задач методом Фурье, нужно
разложить функцию в ряд Фурье-Бесселя, найти коэффициенты ряда. Для этого необходимо знать различные
рекуррентные соотношения.

• Производная произведения функции Бесселя порядка 𝑣 на аргумент функции в степени 𝑣 равносильна
произведению этого же аргумента в той же степени на функцию Бесселя порядка 𝑣 − 1, то есть

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥𝑣 𝐽𝑣 (𝑥)] = 𝑥𝑣 𝐽𝑣−1 (𝑥) (10)

• Производная произведения функции Бесселя порядка 𝑣 на аргумент функции в степени −𝑣 равна частному
функции Бесселя порядка 𝑣 + 1 и ее аргумента в степени 𝑣 , но с противоположным знаком, то есть

𝑑

𝑑𝑥
[𝑥−𝑣 𝐽𝑣 (𝑥)] = − 𝐽𝑣+1 (𝑥)

𝑥𝑣
(11)

Из этих соотношений следует очень важная формула:

𝐽 ′0 (𝑥) = −𝐽1 (𝑥) . (12)

Теорема 1.5. Последовательность функций

𝐽𝑣

(
𝜇𝑣1
𝑥

𝑟0

)
, 𝐽𝑣

(
𝜇𝑣2
𝑥

𝑟0

)
, · · · , 𝐽𝑣

(
𝜇𝑣
𝑘

𝑥

𝑟0

)
· · · , 𝑣 > −1,

в которой 𝜇𝑣
𝑘
, 𝑘 = 1,∞ - корни уравнения

𝐽𝑣 (𝑥) = 0,
образует ортогональную систему функций с весом 𝑥 , то есть

𝑟0∫
0

𝑥 𝐽𝑣

(
𝜇𝑣
𝑘

𝑥

𝑟0

)
𝐽𝑣

(
𝜇𝑣𝑗
𝑥

𝑟0

)
=
𝑟0
2
[𝐽 ′𝑣 (𝜇𝑣𝑘 )]

2𝛿𝑘 𝑗 , (13)

здесь 𝛿𝑘 𝑗 - символ Кронекера.
Доказательство. Возьмем первый интеграл Ломмеля, и пусть в нем 𝑟0 = 1, 𝛼 = 𝜇𝑣

𝑘
, 𝛽 = 𝜇𝑣

𝑗
и 𝑘 ≠ 𝑗 . Так как 𝜇𝑣

𝑘
и 𝜇𝑣

𝑗

это значения в которых функция Бесселя равна нулю, то 𝐽𝑣 (𝜇𝑣𝑘 ) = 𝐽𝑣 (𝜇
𝑣
𝑗
) = 0 и

1∫
0

𝑡 𝐽𝑣 (𝜇𝑣𝑘𝑡) 𝐽𝑣 (𝜇
𝑣
𝑗 𝑡)𝑑𝑡 = 0. (14)

Теперь возьмем интеграл Ломмеля, для 𝛼 = 𝛽 . В нашем случае 𝜁 = 1 и 𝛼 = 𝜇𝑣
𝑘
, имеем:

1∫
0

𝑡 𝐽 2
𝑣 (𝜇𝑣𝑘𝑡)𝑑𝑡 =

1
2
[𝐽 ′𝑣 (𝜇𝑣𝑘 )]

2 . (15)

Если объединить (14) и (15), и сделать обратную замену 𝑡 = 𝑥
𝑟0
, то получим (13). Теорема доказана.

Теорема 1.6. Пусть некоторую функцию 𝑓 (𝑥) вещественного переменного 𝑥 можно представить равномерно сходя-
щимся функциональным рядом

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 𝐽𝑣

(
𝜇𝑣
𝑘

𝑥

𝑟0

)
, 𝑣 > −1, (16)

где (𝜇𝑣
𝑘
– это положительные корни уравнения 𝐽𝑣 (𝜇) = 0, пронумерованные в порядке их возрастания). Тогда

𝑎𝑘 =
2

𝑟2
0 [𝐽

′
𝑣 (𝜇𝑣𝑘 )]

2

𝑟0∫
0

𝑥 𝑓 (𝑥) 𝐽𝑣
(
𝜇𝑣
𝑘

𝑥

𝑟0

)
𝑑𝑥 . (17)
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Доказательство. Ряд сходится равномерно, поэтому будем интегрировать его почленно. Умножим предварительно

на 𝑥 𝐽𝑣
(
𝜇𝑣𝑛
𝑥

𝑟0

)
, имеем:

𝑟0∫
0

𝑥 𝑓 (𝑥) 𝐽𝑣
(
𝜇𝑣𝑛
𝑥

𝑟0

)
𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

𝑟0∫
0

𝑥 𝐽𝑣

(
𝜇𝑣𝑛
𝑥

𝑟0

)
𝐽𝑣

(
𝜇𝑣
𝑘

𝑥

𝑟0

)
𝑑𝑥,

по теореме (1.4) и по формуле (13) получим:
𝑟0∫

0

𝑥 𝑓 (𝑥) 𝐽𝑣
(
𝜇𝑣𝑛
𝑥

𝑟0

)
𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑟0
2
[𝐽 ′𝑣 (𝜇𝑣𝑘 )]

2𝛿𝑘 𝑗 = 𝑎𝑛
𝑟2

0
2
[𝐽 ′𝑣 (𝜇𝑣𝑛)]2,

откуда выразив 𝑎𝑛 получим формулу (17).
5. Применение функций Бесселя в прикладных задачах. Найти поперечные колебания круглой мембраны

с закрепленным краем, предполагая, что начальное отклонение имеет форму параболоида вращение, а начальные
скорости равны нулю.
Решение.Перепишем, условие задачи в математическом виде, так как мембрана с закрепленным краем, то краевые
условия у нас вида 𝑢 |𝑟=𝑟0 = 0; из-за того что колебания поперечные, то функция 𝑢 (𝑟, 𝜑, 𝑡) не зависит от 𝜑 , начальные
условия, такие что 𝐹 (𝑟 ) (начальная скорость) равна 0, а 𝑓 (𝑟 ) (начальное отклонение) имеет форму параболоида
вращения: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑎2

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2 + 1
𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟

)
, 0 ≤ 𝑟 < 𝑟0 0 < 𝑡 < +∞,

𝑢 (𝑟0, 𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < +∞,

𝑢 (𝑟, 0) = 𝐴
(
1 − 𝑟2

𝑟2
0

)
, 𝑢𝑡 (𝑟, 0) = 0, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟0 .

Будем решать методом Фурье (подробнее об этом методе смотри в [3]), тогда:

𝑢 (𝑟, 𝑡) = 𝑅(𝑟 )𝑇 (𝑡),

тогда получим уравнение:

𝑅(𝑟 )𝑇 ′′ (𝑡) = 𝑎2
(
𝑅′′ (𝑟 )𝑇 (𝑡) + 1

𝑟
𝑅′ (𝑟 )𝑇 (𝑡)

)
или

𝑇 ′′ (𝑡)
𝑎2𝑇 (𝑡)

=
𝑅′′ (𝑟 )
𝑅(𝑟 ) + 𝑅′ (𝑟 )

𝑟𝑅(𝑟 ) ,

получили, что слева функция, зависящая только от 𝑡 , а справа только от 𝑟 , эти две функции совпадают только если
они константы, то есть имеем:

𝑇 ′′ (𝑡)
𝑎2𝑇 (𝑡)

=
𝑅′′ (𝑟 )
𝑅(𝑟 ) + 𝑅′ (𝑟 )

𝑟𝑅(𝑟 ) = −𝜆2 .

Тогда уравнение для 𝑅(𝑟 ):
𝑟2𝑅′′ (𝑟 ) + 𝑟𝑅′ (𝑟 ) + 𝜆2𝑅(𝑟 )𝑟2 = 0,

сделаем замену 𝑥 = 𝜆𝑟 , 𝑅(𝑟 ) = 𝑅( 𝑥
𝜆
) = 𝑦. Тогда получим

𝑥2𝑦′′ + 𝑥𝑦′ + 𝑥2𝑦 = 0,

это уравнение Бесселя нулевого порядка. Тогда по формуле (9), общее решение этого уравнения выглядит следую-
щим образом:

𝑅

(𝑥
𝜆

)
= 𝐶1 𝐽0 (𝑥) +𝐶2𝑁0 (𝑥),

делаем обратную замену и получаем: 𝑅(𝑟 ) = 𝐶𝐽0 (𝜆𝑟 ) .
Из условий задачи, выделим краевые условия для 𝑅(𝑟 ). Из условия |𝑢 (0, 𝑡) | < ∞, следует что |𝑅(+0) | < ∞,

функция Неймана в нуле неограниченна, а это значит, что у нас 𝐶2 = 0. Второе условие 𝑢 (𝑟0, 𝑡) = 0, а это означает,
что:

𝑅(𝑟0) = 0,
тогда объединяя все выше сказанное имеем: 𝐶1 𝐽0 (𝜆𝑟0) = 0, это означает что 𝜆𝑟0 должно быть одним из корней
Бесселя по теореме (1.4) их бесконечно много, то есть 𝜆𝑟0 = 𝜇𝑛 , где 𝜇𝑛 – n-ный корень функции Бесселя порядка 0,
𝑛 = 1, 2, 3, . . . , итого имеем:

𝑅(𝑟 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐶𝑛 𝐽0

(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑟

)
Уравнение для 𝑇 (𝑡), имеет вид:

𝑇 ′′ (𝑡) + 𝑎2𝜆2𝑇 (𝑡) = 0
Общее решение этого уравнения имеет вид:

𝑇 (𝑡) = A sin(𝜆𝑎𝑡) + B cos(𝜆𝑎𝑡),

подставляя 𝜆, получим:

𝑇 (𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

A𝑛 sin
(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑎𝑡

)
+ B𝑛 cos

(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑎𝑡

)
,
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объединяя эти решения имеем:

𝑢 (𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

[
𝛼𝑛 sin

(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑎𝑡

)
+ 𝛽𝑛 cos

(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑎𝑡

)]
𝐽0

(
𝜇𝑛

𝑟0
𝑟

)
.

Теперь, чтобы определить чему равны с учетом наших начальных условий коэффициенты 𝛼𝑛 и 𝛽𝑛 , найдем произ-
водную 𝑢𝑡 :

𝑢𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

(
− 𝛼𝑛

𝜇
(0)
𝑛 𝑎

𝑟0
sin

𝜇
(0)
𝑛 𝑎𝑡

𝑟0
+ 𝛽𝑛

𝜇
(0)
𝑛 𝑎

𝑟0
cos

𝜇
(0)
𝑛 𝑎𝑡

𝑟0

)
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
.

Подставим наши начальные условия:

𝑢𝑡 (𝑟, 0) =
∞∑︁
𝑛=1

(
− 𝛼𝑛

𝜇
(0)
𝑛 𝑎

𝑟0
sin

𝜇
(0)
𝑛 𝑎 · 0
𝑟0

+ 𝛽𝑛
𝜇
(0)
𝑛 𝑎

𝑟0
cos

𝜇
(0)
𝑛 𝑎 · 0
𝑟0

)
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝛽𝑛
𝜇
(0)
𝑛 𝑎

𝑟0
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
= 0,

напомним, что 𝜇 (0)𝑛 это корни функции Бесселя которых по теореме (1.4) бесконечно много и которые не равны
нулю, то очевидно что у нас выполняется равенство, только при 𝛽𝑛 = 0 ∀𝑛. Тогда учитывая это перепишем
уравнение (18), получаем:

𝑢 =

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛 cos
𝜇
(0)
𝑛 𝑎𝑡

𝑟0
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
.

Теперь подставим в этот ряд второе начальное условие.

𝑢 (𝑟, 0) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛 cos
𝜇
(0)
𝑛 𝑎 · 0
𝑟0

𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
= 𝐴

(
1 − 𝑟2

𝑟2
0

)
.

Для 𝐴
(
1 − 𝑟2

𝑟2
0

)
справедлива теорема (1.6) , тогда по формуле (16) эта функция представима в виде ряда и 𝛼𝑛 можно

вычислить по формуле (17), для этого воспользуемся теоремой (1.5), то есть умножим обе части равенства на

𝑟 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
и возьмем от обоих частей интеграл от нуля до 𝑟0, рассматриваем случай когда 𝑖 = 𝑛, так как по формуле

(13), во всех других случаях этот интеграл равен нулю, итак получаем:
𝑟0∫

0

𝛼𝑛𝑟 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
𝑑𝑟 =

𝑟0∫
0

𝐴

(
1 − 𝑟2

𝑟2
0

)
𝑟 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
𝑑𝑟,

первый интеграл по теореме (1.4) и формуле (13), в нашем случае равен:
𝑟0∫

0

𝛼𝑛𝑟 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
𝑑𝑟 = 𝛼𝑛

𝑟2
0
2
(𝐽 ′0 (𝜇𝑖 ))

2 = 𝛼𝑛
𝑟2

0
2
(𝐽1 (𝜇𝑖 ))2,

последнее получили с помощью формулы (12). Итак имеем:

𝛼𝑛
𝑟2

0
2
(𝐽1 (𝜇𝑖 ))2 =

𝑟0∫
0

𝐴

(
1 − 𝑟2

𝑟2
0

)
𝑟 𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
𝑑𝑟, (18)

вычислим интеграл, для того чтобы применять свойства функции Бесселя умножим и поделим наш интеграл на(
𝜇
(0)
𝑖

)4

𝑟4
0

, также вынесем 𝐴 за интеграл, так как это какой-то параметр не зависящий от 𝑟 , получили:

𝐴
𝑟4

0(
𝜇
(0)
𝑖

)4

𝑟0∫
0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

− 𝑟2

𝑟2
0

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

)
𝑟
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
𝑑

(
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟

)
,

сделаем замену 𝑥 =
𝜇
(0)
𝑖

𝑟0
𝑟 , тогда верхний предел интегрирования поменяется и станет равняться 𝜇 (0)

𝑖
, итого после

замены получили:

𝐴
𝑟4

0(
𝜇
(0)
𝑖

)4

𝜇
(0)
𝑖∫

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

− 1
𝑟2

0
𝑥2

)
𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 . (19)

Разобьем этот интеграл на разность двух интегралов:

𝜇
(0)
𝑖∫

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

− 1
𝑟2

0
𝑥2

)
𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 =

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

𝑑𝑥 −
𝜇
(0)
𝑖∫

0

1
𝑟2

0
𝑥2𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 (20)
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Заменим 𝑥 𝐽0 (𝑥) в первом и втором интеграле по формуле (10) на
(
𝑥 𝐽1 (𝑥)

)′. Вычислим сначала первый интеграл

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

𝑑𝑥 =

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

𝜇
(0)
𝑖∫

0

(
𝑥 𝐽1 (𝑥)

)′
𝑑𝑥 =

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

[𝑥 𝐽1 (𝑥)]
𝜇
(0)
𝑖

0 =

=

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

(
𝜇
(0)
𝑖

· 𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
− 0 · 𝐽1 (0)

)
=

(
𝜇
(0)
𝑖

)3

𝑟2
0

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
,

итак, получили, что
𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

𝑑𝑥 =

(
𝜇
(0)
𝑖

)3

𝑟2
0

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
. (21)

Теперь сделаем такое же преобразование функции Бесселя во втором интеграле и посчитаем его с помощью
интегрирования по частям, получим:

𝜇
(0)
𝑖∫

0

1
𝑟2

0
𝑥2𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 =

1
𝑟2

0

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥2 (𝑥 𝐽1 (𝑥))′𝑑𝑥 =

=

[
𝑢 = 𝑥2 𝑑𝑣 =

(
𝑥 𝐽1 (𝑥)

)′
𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 𝑣 = 𝑥 𝐽1 (𝑥)

]
=

=
1
𝑟2

0

(
[𝑥 𝐽1 (𝑥)𝑥2]𝜇

(0)
𝑖

0 − 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽1 (𝑥)𝑥𝑑𝑥
)
=

1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) − 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽1 (𝑥)𝑥𝑑𝑥
)
,

используя формулу (12), имеем:

1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) − 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽1 (𝑥)𝑥𝑑𝑥
)
=

1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) + 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥2 (𝐽0 (𝑥))′𝑑𝑥 ) =
=

[
𝑢 = 𝑥2 𝑑𝑣 =

(
𝐽0 (𝑥)

)′
𝑑𝑥

𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 𝑣 = 𝐽0 (𝑥)

]
=

=
1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) + 2( [𝑥2 𝐽0 (𝑥)]
𝜇
(0)
𝑖

0 − 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥)
)
,

то что получилось в квадратных скобках будет обращается в ноль при подстановке пределов, так как при подстанов-
ке верхнего предела 𝐽0 (𝑥) = 0 (потому что 𝜇 (0)

𝑖
, значения в которых функция Бесселя нулевого порядка обращается

в ноль)а при подстановке нижнего 𝑥2 = 0. Интеграл
𝜇
(0)
𝑖∫

0
𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥)) мы уже считали выше и знаем, что он будет

равен 𝜇 (0)
𝑖

· 𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
. Итого имеем:

1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) + 2( [𝑥2 𝐽0 (𝑥)]
𝜇
(0)
𝑖

0 − 2

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥)
)
=

1
𝑟2

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

) − 4𝜇 (0)
𝑖

· 𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

) )
=

=

(
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

)
𝑟2

0
− 4

𝜇
(0)
𝑖

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
𝑙2

.

Значит второй интеграл равен:

𝜇
(0)
𝑖∫

0

1
𝑟2

0
𝑥2𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 =

(
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

)
𝑟2

0
− 4

𝜇
(0)
𝑖

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
𝑟2

0
(22)

Подставим (22) и (23) в (21):

𝜇
(0)
𝑖∫

0

𝑥 𝐽0 (𝑥)

(
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

𝑑𝑥 −
𝜇
(0)
𝑖∫

0

1
𝑟2

0
𝑥2𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 =

(
𝜇
(0)
𝑖

)3

𝑟2
0

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
−
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−
(
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1 (𝜇 (0)𝑖

)
𝑟2

0
+ 4

𝜇
(0)
𝑖

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
𝑟2

0
= 4

𝜇
(0)
𝑖

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
𝑟2

0
Подставим получившееся в (20), получили:

𝐴
𝑟4

0(
𝜇
(0)
𝑖

)4

𝜇
(0)
𝑖∫

0

( (
𝜇
(0)
𝑖

)2

𝑟2
0

− 1
𝑟2

0
𝑥2

)
𝑥 𝐽0 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝐴

𝑟4
0(

𝜇
(0)
𝑖

)4 · 4
𝜇
(0)
𝑖

𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
𝑟2

0
= 4𝐴

𝑟2
0(

𝜇
(0)
𝑖

)3 𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
.

Итак, мы нашли чему у нас равна правая часть в равенстве (19), подставим это выражение туда чтобы выразить 𝛼𝑛 ,
имеем:

𝛼𝑛
𝑟2

0
2
(𝐽1 (𝜇𝑖 ))2 = 4𝐴

𝑟2
0(

𝜇
(0)
𝑖

)3 𝐽1
(
𝜇
(0)
𝑖

)
,

откуда

𝛼𝑛 = 8𝐴
1(

𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1

(
𝜇
(0)
𝑖

) .
После этого можно записать ответ подставив в ряд (18) 𝛼𝑛 которые у нас получились сверху и 𝛽𝑛 которые все равны
нулю:

𝑢 = 8𝐴
∞∑︁
𝑛=1

1(
𝜇
(0)
𝑖

)3
𝐽1

(
𝜇
(0)
𝑖

) cos
𝜇
(0)
𝑛 𝑎𝑡

𝑟0
𝐽0

(
𝜇
(0)
𝑛

𝑟0
𝑟

)
.

6. Заключение. В статье показана взаимосвязь между цилиндрическими функциями и задачами математиче-
ской физики на тему колебаний круглой мембраны. При решении этих задач методом Фурье, возникает уравнение
Бесселя, решением которого является линейная комбинация двух цилиндрических функций – Бесселя и Неймана.
То есть решить задачу о колебаниях круглой мембраны, аналитически нельзя не зная этих функций, их свойств. Так
же в статье приведен конкретный пример решенной задачи, где показано, как используются различные свойства
и рекуррентные соотношения этих функций, при решении задач.
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